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Qua occafione plure s Geometricf Methodi exhibentur circa Tangentes, Quadrat uras,Centra gravitatis,Solida,&c. variarum curvarum, uti infinitarum Parabolarum,Hyperbo/arum,Spiralium. &c. 
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Ingularis in Bonas Artes, maxime que in J'Mathematicas Difcip linas Ser.Celf. Tua Genius, atque in earumdem cultores MEDICEO PRINCIPE vere digna Propenfo, <z^ animumy & (limulos addiderunt, ut apud eamde Celfitudinem luam Opujculum hoc Geometricum collocarem . Enimvero maximum opera compendium fafturum me intellexi t ubi Jpeculatio
nes 
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nes has tueas ejufuiodi Principi coufecrarenr, apud quem , & Scienti* fublimitas, & Argumenti pr*ftantia, & ‘Doflrin* utilitas nonni fi fnpcrflue commendanda foret, nec repetitis , aut votis, aut precibus opus efiet ad illius Tur telam Operi fimul, Auflorique impetrandam. Horum fcilicet Studiorum pretium abunde nofii, Principum Optime, imo &uos ipffs non opere minus,quam verbo doces, quanti ipja facienda fint, dum in illorum pr se fidium , qui eadem promovere Student, ultro Ipfe defeendis , quo confidentius , & fecurius ad Te accedere non vereantur. Omne igitur officium falis explevero, fi citra verborum circuitum , brevi dumtaxat, fimplicique narratione , quale mihi argumentum hic tr a flandum [ufcepnim, aperuero . 
Clariffimus Vir Cbrijlianus Hugenius ( notum Celfitudini Ture nomen, pro Litteraria, qua tantopere excellis , Eruditione Tua, in Astronomicis prafertim , Phyficis , & Geometricis rebus, quas ille difciplinas futrnne illuffravit) ex Logifticae ,fcu Logarithmics Line* proprietatibus nonnullas plane admirabiles ad calcem fu* Diatrib* de caufa Gravitatis, citra demouftrationem ullam, nude propofuit, quibus 
if/i. 
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ipfemet ufus fuerat, ad arduas phy fica veritates in eodem tr a flatu indicandas , variorumq; problematum determinationem, ad motum corporum ,feu per aerem projeflorum, Jeu proprio pondere defendentium, computata etiam medii refflentia, pertinentium expediendam . Quum it iique infignes adeo, ac geometrica contemplatione per je dignifflmas efie proprietates illas animadverterem , ac pratered in ‘Philojophicis etiam tifum habere pofie, i re futurum judicavi , Ut iifdem demon Arandis operam darem, quo plenius de ipfarUm veritate conflaret) ceq; tutius deinceps ad Phy(icam transferrentur ; Longiffimt fiquidem a Gcometrne ditione exulare cognoveram Pythagoricum illud, Ipfe dixit,parvamque adeo folius prominciantium Au florit atis in hac Scientia rationem haberi; atq; id quidem merito,quippe & Magnorum aliquando Virorum determinationibus abfque demon Aratione propofitis {feu methodi, feu applicationis ,feu calculi Idpfrt, quem in extendenda demon(Iratione facillimi animadvcrttfent) falfitatem drrepfifie deprehendimus. Evidentiam itaque in ejnfmodi efie exigendam, qiue Geometricis poti (fimum ratiociniis efl concilianda. Geometrice idcirco fin
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gulas expropofitis ab Hugento Logiflic<e Proprietatibus demonfirare aggreffus fum, nec uno plerumque modo , fed pluribus , iifque admodum generalibus , atque ad infinitarum Tarabolaru, Hyperbolarum , Spiralium, aliarumq; variaru curvarum Tangentes, Qttadraturas, Solida determinanda conducentibus, ut non [oli Logifiic<e, fed omnibus fere [ttb Geometricam confide rationem cadentibus figuris , pr<efentis Opufculi utilitas communis efiet. 
Et bic quidem , SERENISS. PRINCEPS, hujus Commentarioli meifio pus, h<ec fumma efl, quod cum per [eJe exiguum fit, Juique ratione Auidoris obfcurum, Tui Nominis tamen Luce ejus fronti affulgente, non ufque adeo vilefeere poterit , imo &fitpra conditionis, atque indolis fiue fortem[perare incipiet; quamquam id unum mihi abunde fuffetiurum fit, ut mei erga S.C.T.obfequii,grataq-, erga Augufiifftmam jMEDICEAM . tDomtm, cui tot beneficiis devincor, obfervantia, acceptum Tibi pignus , perpetuumque in omnem pvfieritatis memoriam monumentum exifiat. 
Ex Monafi. Angelorum Flor.Idib. Julii MDCCI. 
Serenifi. Celfitud. Tu<e 
V . Humillimut, AJJiBitr aqaeObleftirmtifs. Famulat 
D. Gaido Grandus Monachw CanuiJ. 
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        AD LECTOREM 
P R A F A T I O
Onfuetudinis effc apud Geometras vetuftiflimai, ut qua: ab aliis fine demonftratione propofita funr, five Theoremata , five Problemata, libimet oftendenda, ac geometrice confirmanda aflumant , vel exercitationis propria: , vel commuftis utilitatis grati a, utcerta ab incertis, a fallis vera fecerni polfint, atque heee tuto recipi, ac in ufum, ii quem habent, converti, illa tanquam fpuria, & fallaciter afterta rcfpui, & amandari; id vel ex uno Archimede conflare poteft, qui in Prxfatione ad Libros Spiralium, Cononem fummislaudibus celebrat, ejufque inventa Mathematicis fine demonftratione propofita, fibi demonftranda afTumit; id quod ta accurate,rantoq;ingcnio prsftirit, ■ut, Rullialdo teftc, iu fui admirationem, cum aquales, twnpofleros converterit *, laudum titulos, nullo oblivionis /itu inducendos , meruerit , canmqne (Spiralium ) inventori Cononi gloriam , palmamque praripuerit . Enimvero qui in aliorum propofitionibus deraonftru
§ dis 
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dis operam collocant, quam arduam, diflicilcmque in fe provinciam fufcipiant, Vir Cl. Galilaus in Tru*» tinatore, pag. mihi 48. luculenrer oftendir, dum ait: Longefublimi oris ingenti efl alitui Problematis enodatio, aut oflenfio Theorematis, quam novi cujufpiam inventio; Hac quippa fortuna in incertum vagantibus obvia plerumque effejolet ; tota vero illa, quanta efl, (ludio/iffitnam attenta mentis, in unum aliquem fcopum coi limantis , ratiocinationem expofeit. 
2 Eumdem & ipfc pulverem agitare aggreflus, quemadmodum ante biennium Vivianea Problemata Tibi, geometrice dcmonflrara obtuli, innumeris aliis veritatibus, feu plane novis, feu nujori compendio ex prolixa Veterum fupelle&ili dcdu&is, Conicorumque prafertim Fornicum T crragonifmo locupletata j ita nunc HUGENIANA THEOREMATA, longe adhuc plurium fpeculationum campum , pro variis, iifquc generalibus methodis , quibus in eorumdem dcmonftrationc uti placuir,apericntia, communicare propofui. Serius id quidem, fi Theorematum Hugenii propofitionem 1'pcdcs, illa quippe ad calcem Diatriba: de Caufa Gravitatis , Tra£hrui de Lumine ejufdcm Auctoris adnexa , ufque ab Anno 1690. Lugduni Batavorum cxcufa jamproftant; Siti vero eadem animadvertedi copia ante paucos mEles mrhi nunc primum fattam attendas, fatis adhuc rempeftivc. Hoc fcilicet Anno dumtaxat, quum Pilis degerem, & obeundis Phylofophica Cathedra, ad quam Regia Magni Etruria Ducis Celfitudinis llene' ' fi
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licentia nuper vocatus fueram, muneribus incumberem,apud Humaniffimura aeque, ac Nobiliffimum Juvenem Lucam Albizium S.Stephani Equitem, in his, quae ad Geometriam, ad Phyficam, multiplicemque Eruditionem fpedant, apprime verfatum, pradaudati Hugeniani Tradatus exemplar tandem invenire,ac fedulo evolvere potui. Rapuit animum ftatim Propolitionum illarum, quae & fcitu jucundae, & velligatu difficiles videbantur, Utilitas, atque Elegantia, inde fiquidem, ipfomet Hugcniofatente, pendere videbam, quae Vir Clariffimus de Gravium projedionc perpendiculari, & obliqua, eorumque defcenfu pronunciaverat, in hypotheli, quod refiftcntiae mediorum in eadem ratione crcfccrcnt, cum velocitatibus corporum, uti eatenus creditum fuerat; Ac de Phylleis quidem Propofitionibus vixfollicitusfui, qoum jam dc hypothefi non conveniret, majorque, Hogeniotefte, fe oblatura effiet in ipfarum demonliratione difficultas, quam quae rei pretio compcnfaretur. 
3 Dc Geometricis fecus apud mcftatui: legeram apud Serenum Antiftenfem Epiffi. ad Cyrum,praffixa Jib. i. defed. cylindri. Ab fur dum omnino videri,Geo~ tnetras ipfos de Problemate Geometrico fine demonfiratione quiequam affirmare; & quamvis longiffime abeffem ab ejufmodi confuetudine generaliter idcirco damnanda, quum fcirem, juftis de caulis, feu remporis inopia, feu brevitatis ftudio, live exercitationis Ledorum gratia, id aliquando licere , quemadmodum & nobis, tum in proxime edito, tuminpnefcn
$ 2 ti 
ri etiam Opufculo nonnulla exciderunt citra demonllrarioncm aflerta , Geometria: tamen , ac Phyficac promovendae plurimum interefle putavi, ut miranda litec Theoremata adLogifticam pertinentia tandem demonftrarentur , e quibus , quemadmodum ilke, quas fupra ex Hugenio laudabam , ita aliae , & alia: Phylofophicae Veritatcscertioribushypothefibusinnixa: profluere pollent , quamdiii autem illa per legitimam dcmonftrationem firmas radices non agerent, inculta plane, ac ftcrilia jacerent. Et proprio igitur genio, & Amicorum ftimulis accedentibus,ut in Logiftica: Proprietatum ab Hugenio propofitarum veritatem inquirerem, dc iifdem accurate demonftrandis cogitare ccepi. Quod quidem fcclicius, quam ab initio Tperaveram, deinde iucccffic, paucarum quippe horarum meditatione, ofto priorum Theorematum (quinto excepto, quod abftrufiorem fibi pofcerc indaginem praevideram ) demonllrationem inveni, nec multis poft diebus reliqua omnia enucleavi, praJter duodecimum, tcrtiumdccimum, ac quintum jam ab initio intermiflum,quorum Veritas, ut in apertam lucem, vel ipfafponte prodiret, vel educi fe non invita pateretur, longioris operae officiis invitanda, roganda, ac tantum non per vim extrahenda fuit, nobiliorem quippe manum fortafle expeftas, obfcuri hominis conatusrefraftaria dedignabatur. 
4 Sed quorfum, inquies, a tanto Viro propofita in examen vocare, & ad dcmonftrationis amuffim expendere oportuerat? An non fatis tuto admitti, po
/ 1 
terant, citra fufpicionemullam falfitatis, vel hocipfo, quod Acutiffimus ille, & tot nominibus celebris Geometra rem ita fe habere fidenter affieruerar ? Archimedi , quidquid diceret, credendum deinceps effc Hycron Syracufius, & Gelon Sicilia: Rex pronunciarunt, apud Proclum lib. 2. cap. 3. poftquam Navim contra omnium opinionem loco movidet, & Artificis fraudem ex Coronx pondere ad calculosrevocaflet; Quid ni igitur, citra aliam indaginem, &Chriftiano Hugenio credimus, poft fcdiciter dete&um Saturniu Annulum ,poft oftenfas Curvarum Evolutarum proprietates , Cycloidis longitudinem demonftratam, Penduhque ofcillationcs ad ifochronifmum revocatas, ut de aliis taceamus prsclaris inventis, quibus Phyficam, Aftronomiam, & Mathefim deniqueuniverfam infigniter illuftravitf* Haec certe fi Archimedis tempore propofita fuiflent, non miniis veftigatu ardua, inventuque difficilia cenferi poterant, quam minimxpotentix ad maximum pondus movendum per machinam elevatio, vel aurea corona permixti argenti diferetio. 
5 Ultro ipfe fateor, dignos efie fummosGeometras, utpote Veritatis commercio maxime omnium alfuctos, quibus,etiam eorum, quxpronunciant, demonftrationem reticentibus , fides nihilominus habeatur ; neque enim Mathematicos concefio Htfioricis privilegio quis jure fraudaverit , quum ipfa Geometria & Pythagora Hijloria appellari conflijcvent,teft-e Jamblicoinejus vita, cap. 18. imo longe potior illius 
Digitized by Google 
(ir, quam idius ratio, quippe nulla ex parte, aut a lubricis famae rumoribus, aut ab incertis documentis, aut a praeoccupato partium (ludio fibimet imponi patiturGeometra, quum quidquam aderit, led quod evidenti dumtaxat ratione apud fe conftiterit pronunciare folet; quo nomine perfeflam Hydorix idea Geometria prxbet, quam utinam imitarentur qui Hifloricos agunt,necquicquamte nere folis conjo&urisdudi, proutfibi loraniaverint, defcriberenr, led ea dumtaxat,quibus ( quantum materia patirur )demonftrandisfeidoneos, & paratosfentiunr! Nil tamen vetat, quin & ipfi GeomeCrx, cum homines fint, lapfibus quoque obnoxii c(Tc polline, primo liqui Jom obtutu veri fpeciem prxtcndere poted fallax quod da ratiocinium Geometrarum metibus uno impetu obje&um,illofque in errorem inducere, a quo facile fibi cavillent, fi fpeculationum fuarum demondratione per extenfura adducere, ac per fingulas parres attentius expendere voluident; exempla funr, & antiqua in Conone Cupra laudato, quem inter ingcniofilfima inventa fua, Gcomerrisabfque demondratione propofira,quxdam complexura fuille, qux falfa erant, tedis edidero Archimedes loc. citat. & recentia non defunt in Mathematicorum leflione verlatis, qux hic referre non vacat,& alibi indicata habescap. i z.«. io. 
6 Sed edo veridima omnia fint, quxa Geometris line demondratione proponuntur ( ut certe indubia funt,quxa Viviano, ab Hugenio, aliifq;.fummis Viris propolita habemus, neq; id fas in controverfiam ad
du
770 
ducere) quamdiu hic fubfiftuntGeometrae, tanodiu revera Puri Hiflorici munus obeunt; quiddam amplius Geometritc titulis accedere par eft, quam nudam Hiftoriae laudem ; utrumque Geometria munus habet, & vera proponere ( quod Hiftorix commune eft) & eadem demonftrare ( qua fingulari dote ab Hifloria difeernitur, &fummum humanae Sapientix verticem merito poffidet) Hiftorix fufficit , fi fidem pariat , Geometria , fi evidentem praterca rerum absfepropolitarum fcientiam Le&orum mentibus non inducit, vix Geometria: nomen,& fpeciem fervat. Non inutilis igitur opene fuerit,a maximis cevi noft riGcometris alfertademonfirationibusfuis communire,&quod illis, vel temporis, vel opportunitatis defefius invidit, fupplere, quemadmodum pro viribus exequi, tum in antecedenti, tum inhocnoftroOpufculo conari fumus; Prafertim cum ea occafionc tam generales Tangentium, Quadraturaru, ac Dimcnfionum methodos aperire, Tibique, Mi Lcftor, explanare licuerit, in quibus quid profecerim, quid aliorum inventis addiderim , Tui ipfius judicio reli&umcfto. Interea , fi haec boni feceris, infinitis aliis, quae adhuc, vel fchedulis fparfa, vel ordinatius difpofita premo,edendis animum dabis. 
7 Antequam tamen ad le&ionem accedas, rogan • duses, ut pauca quaedam prali vitia corrigas, nequid deinceps offendas, quod attentioni tua: moras injicere polfit; non dicoleviora quaedam,qua:ad orthographiam fpeftant, ut cumpag. 208 lin. 2. comma prxfi
xum 
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        xumeft verbo altitudinis, cui fuerat fubne&endum; fed alia duo majoris momenti, qux fenfum turbare portent, primum/tag. 42. ubi lin 4. habetur/»»»##;» Vt legendum eft cxiimpunfltim 1,8c viceverfa lin.fcq. ubi habetur curva in u, /, legendum curva in u, V. Alteru png. 162. ubi primo loco Sturmium numeratum mallem ante Guarinum, contra quam facium fit. Hoc fortaffe nihili faciendum ipfe putabis; ego cur magnifaciam, caufas habeo fatis graves, certe hunc ordinem etiam in Epiftola ad P. Cevam num. 16. obfervavi. In Figurarum prsterea Schcmmatibus quadam fculprerum vitio, aut deficere, aut perperam cfFormata erte deprehendes, quorum praecipua fuis locis opportune indicata invenies , pleraque tamen Ledorum Humanitati, ac Benevolentia: excufanda rernifi, nec enim ipfe, alias inter follicitudines, automnibusnotandisidoneus, aut corrigendis ( praelo jam properante) futficiens fui : profedo , tequusipfe cum fis, ca mihi nullatenus imputanda efie inrelliges. Vale. 
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        delata eodem femper momento pollent, refpeffu mementi, quod haberent in perpendiculo, Cartefio etiam id primum obfervante . Per convolutionem prima Logijlica gigni potefl. Fallax , ex nonnullorum methodo , ratiocinium circa ejus [patii dimenjionem. 
i |^WE£la methodus poftulat» ut, antequam addemontj fvCg ftrandas, quas Hugenius propofuit, Logiflicx proprietatcs accedamus, illius genelis, & defcriptio promittatur; imo & variis modis idem prxftare non inutilis opera: pretium fuerit, inde fiquidem non folCmi primarix ejufdematiediones, ex quibusalixpendent, Iponte fua profluere intelligentur, verum etiam ad eorum, qux deinceps dicenda funt, intclligentiam haudpartim conducet clara , Scdiftindaejus naturx notio per ejufmodi varias generationes Ledorum mentibus facili&s indita, atque altius infixa. 
2 Logiflica igitur, feuLogarithmica linea illaeft, in qua ordin&tx ad «qualesaxis partes funt geometrici proportiona
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        CV , GH,QJ>, 8cc.fuerint continui proportionales, quie per pun&a A, V, H, D, (aliaque extrema z z, m m, mediarum proportionalium ®quo iemper intervallo duabus quibuslibet ordinatis interponendarum ) tranfit linea, Logijlica, feu Logarithmica appellari confuevit, eo quod inveniendis logarithnus inierviat, uti ex fequentibusmanifertum erit. 
3 Ex hac enim definitione conitar, partes axis ita correfpodere ordinatis, quemadmodum Logarithmi refpondent natu* ralibus numeris, & quod ratio quarumlibet duarum ordinata* rum, veluti BA ad CV, refpeftu rationis ordinatarum B A ad QP eadem proportione erit, in qua axis partes C B, & QB per has ordinatas abfciflse; fiquidem.xqualitercrelcente axe, perindexqualitercrelcit ordinatarum proportio, unde quam multiplex clt Q.B ipfiusBC, tam multiplex pariter clt ratio duarum B A, CLP» rationis duarum B A, C V; & generaliter, rationes, quas invicem habene duo quaelibet ordinatarum paria (etiamli una pro communi antecedente, aut confequeutenon fumatut, fed comparetur verbi gratia ratio duarum B A, CV, cum ratione, quae eft inter duas GH, QD) erunt ad invicem, ut partes axis quolibet ordinatarum pari interceptae, uti ad ipfam curva: hujus naturam attendendo, vel fumptis, tum rationum illarum, tum axis partium sque multiplicibus, facileconftarepoteft; atque liare eri» primaria Logiftics proprietas, per quam poterit exprellius definiri, cjuiq; natura clarius determinari. 
4 Ubi obiter animadvertendum erit , pofle aliorum etiam 
graduum Logiiticas excogitari, fi videlicet rationes ordinatarum B A ad C V , & B A ad (LD jam non forent ut partes axis BC,&B(L, fed ut earumdem BC , & BQ_quadrata, vel cubi, aliaevcpoteftates, vel etiam radices quadrat*, vel cubicse, aliorum ve graduum, live in ratione axis partium, uc libuerit multiplicata, vel fubmultiplicata i adde & lcfquialtcra, vel fcfquitcrtia, &c. quas quidem Logifiicarum ipecies hoc loco minimi coniidcrandas fufeipimus; neque vero id aut fufceptae exercitationis inftitutum poftulat, aut temporis etiam ratio permittit, fed de prima, & (implicifiima dumtaxat, quam fupra defcripfimos, fpecic erit hic nobis cum C1 Hugenio tradandum. A 2 • 5 Por
j Porrb quum proportionalium differentis fint in eadem ratione proportionales, manifeflum cft, ipfas Au, ud, dl, 1 n, &c. interceptas axi parallelis Vu, D d, L1, N n aequaliter crefccntibus, fore in continua proportione earumdem ordinatarum } quareheeelinea, uti primusLogarithmorum Inventor Neperus delineare aggrefluseft, deferibi intelligetur duplici motu, altero lines AB per BF aequabiliter, libique squidiftanter defeendentis, altero pundi A motu continue retardato versus B delati, itaut fpatia squalibus quibufeumque temporibus fubinde tranfada in eadem geometrica ratione 
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        decrefcant; quomodo quo tempore linea defeendens confecerit fpatium BC, & litum CE obtinuerit , li pundum A venerit in u, jamque in pundo V reperiatur, fcquenti tempore squali, linea per squalem axis portionem CQ.delapfa, &in QJC polita, pundum A translatum ede in d, ipatio ud tranfado, adeoque in fitu D reperiri concipiendum eft , fcquenti adhuctempore, quo linea percurrerit fpatium Q.F, ScinFM collocata Iit, pundum ex d in 1 promotum, atque in ipfo Lpundo conliftere intelligetur, fpatiis Au, ud, dl, csccrifq; deinceps decrefccntibus in ratione B A ad C V; evi• dens 
'.f 
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        dens enim ell motum ex utroque compofitum fore in eadem curva AVDLN, quam prius determinavimus. 
6 Cxterum confiat curvam AVN hac motuum compofitione defcriptam axi BF continuo propriorem fieri, prout punctum A versus B 1'cm per fluere, & ad ipium accedere intelligitur, nec tamen evenire pofTe aliquando, ut cum ipfo axe conveniat, uno verbo , axem ipfi Logifticx Afymptoton cli'e, quia crefcente in infinitum axe B F per additionem xqualium partium, alia, & alia fpatia multitudine infinita,femperque minora, & minora ipfi pun£Vo A percurrenda remanent, antequam ad ipfum B perveniat, quod ideb numquam attingere poterit: ferieifiquideminfinitx Au, ud, dl,8cc. in ratione AB ad CV, vel Bu continuatx ultimus terminus eft punft um B, eo qubd, quum fit A B ad B u, ut A u ad u d, erit etiam AB ad priorum duarum differentiam Au, ut Au ad differentiam duarum pofieriorum Au, ud ; quare ex doflrina Progreflionum Geometricarum, quam poli Archimedis vefti^ia in Libro de dimenfionc parabola;,primus recentiorum Torricellius idem argumentum tra&ans lemm. 27. & Cavailerius in ejufdem Scholio apud ipfum dcmonftrarunt, mox Grcgorius a S. Vincentio, aliique deinceps fulius illuflrarunr, eric ipfa A B fummaprogrefsionisterminorum Au, ud,dl,&c. in difta ratione continua decrefcentium; nec vacat id particularius dcmonrtrarc, quum vel ex ipfa prima deferiptione curvx num i. addutlafimplicibs longe innotefeat haec ipfa Logiflicx affectio, qubd fcilicet ad axem tanquam afymptota propius accedat , qu£m quodlibet datum intervallum, nec tamen cum ipfo conveniat,-continuatio quippe rationis AB ad CV per minores, ac minores terminos in infinitum fieri potefi, quin umquam minimus ejufmodi terminorum reperiatur, aut aliquis omnium ultimus fingi queat. 
7 Sed & eadem ratione liquet, Logifticam DVA iniminenfum fupra ipiam B A continuari pcffe , nec umquam ad certum aliquod curvx hujus initium , ac vel uti verticem, fupremumque ejus punflorum fontem perveniri, fed varia dumtaxat ejus fegmentaperordinataruhialiquam, vcluti AB, vel C V abfeiffa exhiberi, nec magis punftum A, quam V, vel D, 
aut 
aut aliud quodvis pro Logiftics capite ftatui poflie : undcSc perinde e(Te undecumque incipias, ratio enim ordinatarum M.&CV tam bene ad majores terminos, quam ad minores continuari poreft, &ideb applicatis infinitis ejufmodi terminis fuccellive majoribus, & 1'upra B A in immenfum crefcentibus, ad partes iplius axis F B, ultra B produfli, longitudine aequales prioribus BC, CQjkc. itaut per ordinem arithmetice crelcant axis portiones, geometrici crefcentibus ordinatis , eadem curva ad fuperiores partes in immenfum continuabitur per applicatas datam quamlibet magnitudinem excedentes , non minus quim ad inferiores in in finitum produci queat per applicatas qualibet magnitudine data minores. 
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        8 Illud etiam interci animadvertifle juvabit, duplici alio 
motu comdem curvam intelligi poffe deferiptam, Ii videlicet 
imaginemur , punclo A per A P srauabilitcr delccndente, ( velmufca, aut formica per-hadam A P fi militer aequabili motu delata,ut & P de Chales in logarithmis tradendis lupponic) ipfaminterim AP, linea:B A perpendiculariterinfillcntem, fibi squidiftanter versbs B promoveri, ac fubinde in u V, d D, lL,&c. reperin, fpatiis Au, ud, dl,&c. in eadem ratione 
Theorem. Hugert. Cap. /. 7 
geometrica decrefcentibus, prout arithmetici ere fcunt fpatia. AE, AK, AM, &c. a punclo aequabiliter defeendence pcrcurfa; <ic enim pundlum A fubinde reperietur in pungis V, D, L,N,&c.rcfque eodem recidere obfervabitur, fi ad foperius ditia num. $. attendamus, unde ulterioris explicationis molefliaeparcendum erit: quemadmodum & ejuldem txdii compendio confuientesmiiram facere decrevimus ( myfterii pleniflimam) eorumdem motuum inverlam compofitionem.quaJis haberetur, fi axis BFab ipfa tota aeternitate motu infinite tardo perB A motus intelligeretur, ita tamen accelerato celeritatis gradu, ut integra fpatia, que in finexqualis cu jufcum
Suc temporis particulx tranfada forent, veluti B n, B1, B d, a, BA eflcnt in continua proportione geometrica, punclo aliquo interei equabiiiter afeendente per eumdem axem B F, itaut poft emenfum infinito tempore infinitum fpatium infra G politum fubinde squalibus teporibus ad G F QjC B alcendcret.pcrque hanc motuum compofitionem reperirctur ex ordine in NLDVA; aut fi sequabilis motus ab sterno inchoatus refunderetur in lineam GP versis BA afeendentem, acceleratus veri» in punflumG, vel B pereamdem lineam versis P, vel A promoti, itaut quolibet «quali tempore fpatia percurreret geometrice proportionalia majora, ac majora n 1, Id, du, uA poft emenfosfimiliter motu infinite tardo in tota sternitate fingulosminores, ac minores ejufdem progreffionis terminos per ordinem acceptos, itaut fubinde in iiidem pun&is NLDVA reperiatur, &c. 
9 Aliud potius Logillics, feu Logarithmics lineae genus, de quo infranonnulla dicenda recurrent, exponere hac occafione non gravabor. Illa ad modum fpiraliscujufdain generari intelligitur, radio circuli per circumferentiam sqoabiliter moto, dum pun£him quoddam ab extremo radii versas centrum motu in geometrica proportione retardato procurrit, ita; ut quidquid prsftat axis Logillics B F in curva fuperiis expofita, idinfpirali, de qua loquimur, prsftet circuli peripheria in arcus aequales divita ; quod verb prsftabant ibi ordinate B A, C V, QD,&c. geometrici proportionales, id inprefcnti efficiant radii a centro ad hujus fpiralis punfia exporre
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        8 Guidonis Grandi 
dii« Itaque in hujus diagrammatis fig. j. vel}. expolito quovis circulo CAFf, dcterminatifque quodibet aequalibus arcubus A F, F f, f f, ponantur radiorum correfpondentium pornesCA, Ca, Ca geometrice proportionales; erunt pundht A,a, a, in curva Spirali Logijlka, aliis Spiralis Logaritbmicte, quibufdam Spiralis Geometnc* nomine appellata, qua: pariter ad infinitos gradus extendi poflet, fi fingerentur radiorum ejus rationes non tantum inlimplici, fed & in multiplicata, autfubmultipiicata qualibet arcuum abfeiflorum ratione crelcere, prorius ut de prima Logillica didtum cli fupra t/tim.4. fed enim in prima hujus fpiralis iimpliciflima fpccie fidimus, nec aliis pronunc implicamur. 
10 Et quidem hic pariter, firadiiCA.Ca fintutnumeri, arcus refpondcntes F A, fA erunt ut Logaruhmi, etitq; pri
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        ma hujus curvsaffedlio, quod ratio duorum quorumlibet radiorum ad rationem duorum quorumlibet aliorum lit, ut nuper indicavimus, in eadem proportione, in qua funt arcus binis quibuslibet radiis intercepti, prorfusuede rationibus ordinatarum, dcq;partibus axis in prima Logiflica accepris fupra dicebatur». 3. Unde & condat Spiralem Logidicam utrinq-,pariter in infinitum continuari poUe,tum ad majores, tum ad mi
no
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        norcs terminos continuata ratione radiorum crcfcentium, aut decrdcentium circa centrum, circa quod per infinitos cincinnos hsc curva convolvetur» prout infinitics repetentur arcus squales,per quos diliare debent radii illi proportionales,adeoque integre circulationes numero infinite libi invicem fuperponentur, centro interea rcfpeflu curvs quafi afymptoto fefe habente, quippe ad illud magis , magifque accedent curva puncla intervallo minore quolibet dato, prout diminuentur proportionaliter radii, nec aliquando tamen in ipfum centrum delinent, quum ad minimum horum terminorum perveniri n5 poffit: qua res, ut patebit, curiofa contemplatione non vacat, ( non nnnus quam ii motuum, quibus delcnbitur compo(itionem inverse confideres eo modo, quo in prima Logilt ica fieri pofiejndicavimus lubfinem num 8. ) manifellum cll enim, totam , quanta efle pofiit, hujufniodi curvam per infinitos cincinnos infimtd multiplici gyro fe circa centrum convolvijtem, determinare retiae lines longitudinem minime excedere, longitudinem fciliccc fu* tangentis AB ufq; ad radio perpendicularem ex centro excitatam producis; quod & ab aliis pridem obfervatum video, facilemque habet demonfirationem ex infra dicendis ,cap. 5. hum.io. 
it Sed Sc illud per fepropemodum confiat, atque ex prsmilfa hujus fpiralis gene ii iponte profluit, radios ad quodiibee ipliuscurvepuntlumaeque inclinari, itaut confians, certus, & determinatus femper fit angulus CaA , quem quilibet radius cum curva ad caldam partes conllituit; liquidem hoc fpiraii ipatio in triangula infinite parva squalium ad centrum angulorum diftributo, veluti fe habent AC a, aCa,&c- confiat illa fimilia fore, propter latera circa squales angulos proportionalia, quapropter & alii anguli homologi squales erunt; itaque fi ponatur, pundlum C cire Terre centrum, in quod gravia colliniant, quaeratur autem curva (in fuppofitionc perpendicularium, icu linearum direflionis, non sequidifiantium, ut phyfice fumi folent, fed in centrum convergentium, uti revera e(Te cenfentur) in qua grave poficum ■, 5c per quam delaplum.idcm in quolibet punclo momentum retineat, rcfpectii momenti , quod habet in perpendiculo, itaut illud ad hoc 
B (ubi
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( ubicumque eonfiderentur ) eamdcm femper determinatam rationem obtineat, ea certe non alia ede potent, quam Spira* Hshxc Logarithraica , cujus inclinatio ad radios aC ( expri* mentes veram graviumdiredionem, veraque perpendicula, in quibus momentum maximam, feu totale exercetur) num
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        quam immutatur, fed femper eadem perfeverat, contra quam faciat refla quaelibet, velut A B, exhibens planum aliquod inclinatum , in quo politum grave (juxta rigorem geometricum perpendiculorum convergentium ) non iaem in quolibet punflo momentum habere poteft, nec eadem femper effe huju» momenti ratio ad momentum in perpendiculo [ut ut id re ipfa i Mechanicis fapienter a (fumatur, quippe in tanta i centro diftantia perpendicula quali parallela habentur, aut redae illius portio cum Logifticae Spiralis portione reipfa coincidit]ob varium inclinationis angulum ubique inconllantem, quem di▼erfa e jufdem redae punda cum centro conjunda conftituunr, unde & momentum ad lingula ferfc punda in rigore variari continget. . 
Poli haec autem feripta inveni & Celeberrimum Cartefium par. i. Epiftolar. ep. 73. Merfenno jam indicafle lineam,in qua momenta non vanantur,effe quamdam fpiralcm, rogatumque 
ut 
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        Theorem. Hugen. Cap. /. 11 
ut e/os naturam indicaret, repofuifle epiiir. feqtt. eam talem cf« fe, ut ejus tangentes iint ad radios ubique sequaliter inclinate, & curve portiones radiis illas abfcindentibus effe proportio* nales; quod re ipfa Logiftic*, feu Geometricae Spirali conve* nit, ut monuimus. 
n Hsc eadem porrb Spiralis Logifticaintelligi etiam poffetdefcribi perconvolutioncm prime Logifticse, de qua fu* pra loquuti lumus, toto axe B Qjn punitum centri contraito. 
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        ipfavero AK inpetipheriamcircularem radii BA ( repetito, ut opus fuerit, circumvolutionis gyro) curvata, lingulifquc ejus squalibus partibus in pares arcus contortis , ordinatis interea BA, Cv, QD in totidem radios a centro deduitos abeuntibus , atque ik parallelifmo ad convergendam in idem centrum translatis } ori viceversa primam Logifticam per evolutionem hujus fpiralis, redificata circuli peripheria, & radiis fefe explicantibus, atque ad parallelum litum redeuntibus conformari quis concipere polTet. Care autem putes Logidicam in Spiralem contradam fpatium continere dimidiumejus, quod explicata compledebatur, eo quod infinite parva parallelogramma Bz, xz, &c. ex quibus illa evoluta conllabat, in totidem abeant triangula paralleiogrammorum 
B z di
dimidia, ex quibus Spiralis Logiftic® fpatium abfolvitur. Ejufmodi enim ratiocinium (ut ut celebrium Geometrarum methodo conforme) plerumque fallax cfle deprehenditur , quia non eadem retinetur in convolutione dictorum triangulorum altitudo , qu® prius fuerat parallelogrammorum , ( quamquam in certa ratione femper varietur ) uti nec eadem balis , quae enim prihs Curva Logiftica infinita erat , in Spiralem Logifticam longitudine finitam convertitur ; Unde circa Spiralis hujus Logiftici Spatii dimenlionem ca dumtaxat funt attendenda , qu® infra cap.j.tJ.v). ex eviden. tioribus principiis generaliter deducemus . Atque h®c interea , ad ingenerandam Tyronibus Logiftic® line®, de qua deinceps agendum erit, notitiam, prxiibafse fufficiat. Nunc qu® fine nobis ad mentem Hugeniidemonftranda , allatis ClarilT. Auroris verbis, breviter indicabimus. 
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7beorem. Hugctt. Cap. II. 
CAPUT II. 
Logi Hic <t proprietates ab Hugenio propofita. Spatiorum , ftve ad axem ,five ad ejus parallelam ordinatis interiedorum, tum ad invicem, tum ad infinitum reliquum Logifiica fpatiumproportio. Subtangentis longitudo femper eadem, & qua. Trilineorum Logifiica proportio. Infinitum Logifiica fpatium, cujus trianguli duplum. Cui reHangulo aqualia reliquafipatia. Solida ex infinito [patio Logifiica circa axem, vel circa ordinatam revoluto , quam proportionem habeant ad conos infer ipt os. Centrum gravitatis Spatii LogiHici y in qua ab axe, & ab ordinatis diHantia. Pra diHorum [olidorumgravitatis centra determinantur. Quomodo Logifiica hyperbola tetragonifmo conducat, & quam proportionem habeant byperbolica fpatia ad parallelogrammum quodlibet afymptotis inferiptum. 
IPfis Clariflimi Authoris verbis latin& redditis , Logiftic® proprietates referre placet, prout idem ipfe nobis illas pro
Jjolitas voluit ad calcem fu® Diatribx de Caufa Gravitatis, ubi ic habet. 
Les proprietez de la Ligne Logi/lique, que i' ay promis de raporter, dont quelques unes ont fervi a trouver te que i’ ay r emar que' toucbant les mo vemens atravers P air,font les fuvivantes; outre lapremiere, quePay defia indiquee , de la 
Proprietates LinexLogifticx, quas referre promifimus, & quarum nonnulix iis inveftigandis defervieront , quae circa gravium motus per aerem luperius adnotavimus , fequentes funt; prxter jam indicatam , proportionalitatis 
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        proportionalite des ordonntes i t afymptote , quand elles font egalement diftates ,par la quelte ont trouve des points dans 
tene ligne. 
i Que /es efpaces compris cntre deux ordonntes h Fajymptote ,font entre eux comme /es differ emet de ces ordomeet. cflinfi dans cette figure , om A V‘D efi la Logi/lique , B 0 
ordinatarum ad afymptoton, quando squaiiter diftat, cujus beneficio plura hujus linee punfia reperiri poliunt. 
i Qubd fpatia comprehenfa inter duas ad afymptoton ordinatas funt inter fe, ut earumdem ordinatarum differentis. Sic in prefenti figura, ubi A V D Logiiltca efi, B O 
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        fon Afymptote, & /es ordon- ejufdetn Afyrtiptoros, & ordinees AB, VC,DQ, dontees nate A B, Sl C, D Qj quarfi dernieres, eftant continuhs rP- dus poftrems continuat* 06contrent t*AK parallele d PA- veniunt cum A K ipfi Afynu fymptoteen E, lesefpaces A ptoto parallela in E, K i fpaBCV, -ABQD, font entre tia ABCV, ABQD funt eux,comme les dr sites EV.KB. inter fe, ut tecU E VTK D. . 
i Que les mefmes cbofes i Quod iifdcm politis, & eftant postes , & <-A0 eftant A O curvam tangente ad pun» la tangente aupoint A, la quede tlum A , que fecet ipfas C E < coupe C E, QK, en /, eb* G ; QjK in i, St G j fpatia AVE, les efpaces AVE , A D fffont A D K ititet fefu nc, ut re£t* eutre eux, comtne les droit*s VI.DG.I1 '■ ^ ; 
VI, DG. 3 Quod 

        
        [image: Picture #36]
        

        
        
        [image: Picture #37]
        

        Digitized ByGoogle 
Theorem. Hugen. Cap.ll. 15 
5 Que tefpace compris entre j Quod fpatiom duabus 
deux ordormdes,eft d l efpace in- ordinatis interjedum eft ad fini, qui, depuis la motndre de infinitum fpatium, quod poft cet or dorm i es, s’ etend entrela minorem harum ordinatarum 
Logiftique , &•fon Afymptote, comme la dijference des mefmes ordonnees eft d la motndre . Quand i e dis, que f efpace infini d une certaine raifon d un'ejpace fini, celafignijie qdilaprocbefiprh de lagrandeur d' un efpace donnd , qui d celte proporlion d f efpacefini,que la differente pe ut devenir moindre qu’ aucun efpace donni ■ Dant la figure precedente f efpace eA BQD eft d refpace inpni, qui depuis D Qs' hend entre la courbe, & l' afymptote, comme KDdDQ
4 Oue lafou tangent e, comme BO danslamejme figure, eft tousionrs <T une mefme longueur, d que/quepoint de la Logiftique que la tangente apartienc. 
5 Que cet te longueurfe trouve per aproximation, & qu'eUe eft d /a partie de f afymptote , comprife entre les ordonnies de la raifon donble, come 4342944 81903251804 «30103999566 3981195; ou bien pres, comme 13 <?9. 
exporrigitur inter Logiftic§, &ejus Afymptoton, ut differentia earumdem ordinataru eft ad minorem. Quum porrb dicimus infinitum fpatium ad quoddam finitum in quadam ratione effc, hoc unum intelligendum volumus, tam proxime illud accedere ad datum fpatium, quod finito illi fpatio in dida ratione refpondeat, ut differentia minor evadere poftit qualibet magnitudine data. In praecedenti figura fpatium A BQD eft ad infinitum fpatium, quod poft QD, curve, & afymptoto interficitur, ut KD ad DQ^ 
4 Qubd fubtangens, velor B O in eadem figura, ejufdcm femper eft longitudinis , ad quodcumque Logiltice pandum tangens pert ineat* 
5 Quod hec longitddo per aproximationem reperirur , eftque ad partem afymptoti interceptam ordinatis duple proportionis , ut 434294481 903251804 ad 301039995663 98ii95,fcu proxime , ut 13 ad 9. 
6 
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6 Que s'ily a trois ordombes, 6 Qubd fi fuerint tresor
comtne dans cette figure font dinatse, velut in hac figura fe AD , HG , B F , &• que du habent AD, HG, BF,&ex point de lacourbe, apartenant puncto curvse ad minimam 
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        d la tnotdre, ott mene une parallele d 1'afymptote, quicoupeles deux autres ordonnee s enR.ir K, &■ une t angent eB Q^, qui des coupe en N, & Qj les efpa ■ ces tr i/ignes CB K , H B R 
font entre eux, comme les parties des ordounees eutre la courbe, & /a tangente ,fcavoir com • me sAQ_, HN. 
7 J2“e ^ efpace infini entre une ordonnee, la Logi/lique,&‘ fon AJymptote dutojle, que ces deux demiores vont en s'approcbant, eft double du triangle, que fonti'ordonnee, la tangente tnence du mefme point que 
pertinente ducatur afymptoto parallela, fecans duas aiias ordinatas in R, & K, ac tangens B Qjeafdem fecans in N, & Qj fpatia tnlincaria A B K, H B R funt inter fe, ut partes ordinatarum inter curvam, & tangentem, fciiicet ut A CL» HN. 
7 Quod fpatium infinitum inter ordinatam, JLagiilicam, & afymptoton , qua p3tte h® ad invicem accedunt, duplum efi trianguli comprehenli ordinata , "tangente ad idem ordinat® pundum , ac tubtangen
Digitized by Google 
lorimtie, dr* iafoutangente. gente. Sic in eadem figura Atnfi, dans la mefme figure, Ipatium infinitum pofi ordi. 1'e/pace inftni,depuis loraonnee natam BF duplum eft trianB F, eft doubte da triangle B guli B FO. 
FO. 
8 Que f ejpace, tompris entre dtux ordonnbes, eft bgal au refiangle de lafoutangent e, & de la differente des mejmts ordonnhs. Atnfi, dans la mejme figure,1’efpace ADFBefi egal au reSangle de la fout angente FO, &de KA
9 Que le folide que fait Fefpacent/tui depuisune ordottnee, en tournant amonr de Fafymplete ,ej}fefquialtcre du Cone, doni la bantear efi tgale d la fout angente, <& le demidiame ■ tre de labafe egal d la mefme ordonnde . Atnfi le folide que fait tefpaceinftni B FO C, en tournant autour de FO, eflfefquia/tere duCone que fait le triangle B FO,en tournant autour dele mefme FO. 
I o Que le folide prodart par te mefme ejpace inftni, en tournant autour de l'ordottnee B F, depuis laquelteil commence, efi fextuple du Cone,que fait Jetriaug/e B FO, par faoonverfion fur BF. ‘De laquelle mejure des folides i/ senfuit. 
II Que leeentre de gravi te dei'ejpace infini, depuis nue er
8 Quod fpatium duabus ordinatis interjectum cqualc efi reCtangulo fubtangentis m differentiam earumdem ordinatarum; (ic in eadem figura Ipatium A D F B aequatur rcaanguio fubtangentis F O in KA 
9 Quod folidum produflS ab infinito fpatio pofi aliquam ordinatarum in converfione circa afymptoton, efi fcfquialterumConi, cujus altitudo sequetur fubtangenti , baGs verb femidiameeer ordinate par fuerit. Ita foiidum genitu ab infinito fpatio BFOG inconvcdionccirca FO fefquialterum eft Coni geniti ex triangulo B F O circa camde F O revoluto. 
10 Quod folidu produfluai ab eodem infinito fpatio in converfione circa ordinatam B F, pofi quam exporrigitur, fextuplum cit Coni geniti ck triangulo B FO in converfione circa BF. Ex qua quidem folidorummenfura confequttur. 
11 Qubd centrum gravi, tatis infiniti fpatii pofi unam 
C . or
i9 x\ QuidmU Grwji JT 
denube, eft diftau l de feti* pr- ordinatarum, didar ab hac 
donnbe,de ia lenguew de ia jou tangente.. . ^ *; kl k ; 
12 Que se mcfmt tentrt de gr avite eft diflant de lafymptote, du quart de i’erd0u*e. 
>3 faveis aujjt trouvd.que le cetitre degravite dn prenser des ditf foitdes infimi, eft di~ jiant deja bafe, di ia moittide lafutiiangente. 
i4 IU que le tesitre de gra* viti de 1'aut refeli de eft dijlant defa bajt isifinie, dusiebuilt?vsedefonaxe. 
(5 On Jcait aftez.qtte cetlt iigue LogiftiqveJert d ia Quadi a ture de l'Hyperbole, depttif 
ordUMJta longitudine fubcogentis. 
12 Quod idem gravitatis cenirum didat ab alymptot? per quadrantem ordinat*. 
<3 Repetimus euan), quo,4 centrum gravitatis primi cx diftis folidis infinitis didat a fua bafj per femifiem fubcau
WWffa. vi v i% f.VV 
14 Et ijubd centrum gravitatis alterius (olidi didat ab ejus infinita bali per orantem fui axis • 
15 Notum jam eft, hanc Logidjcam lineam Tctragonifmo Ifyperbobe defervite 
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        /es demenjlrations du P.Grege- poft demonftratrones P. Grejre de Sgiut Fsucetst, toucbant gorii h S. Vincentio circa Hyks tfptues Uyperboliqu.es eoas- perbolica fpatia duabus ad aip 
te
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Theorm. Hugen. Cap. II. 19 
prtt entre deux ordannees fur teram afymptoton Ordu a is une des afymptotes. Et que s>il interjecta; qubdq; fi duo tuey a deux Ulsefpaces, dont les rint hujufmodi Tpacia, in qaiordonnees de Iunfoient comme bus ordinat® unius fint , uc AD a H G dans la derniere AD ad HG in poltrema fifigure, & les ordonuh de t an- "iira, & ordinat® alterius, uc trecomme B Fa CE; cesefpa- B F ad CE, hac fpattaerunc cesferont entre eiix comme les inter fe, ut linea D G, & F E. lignee DG d FE. dMais on Nondum autem, quod fciam, n'a pointrcmarque, quejefca- innotuit, hac ipfa fpatia hycbe, que ces mefmesejpaces Hy- perbolica ede ad paralleloguperboliqnes Jont au Parallelo- mum hyperbola (fic voco pagramme de / Hyperbole ( jap- rallelogrammum, cujus latera pelle ainfi le parallelogramme Unt dua ad utramque alymdont lescoflez Jont les deux or- ptoton ordinata ex code pundomeesfurl s afymptotes,tird- cto Scelionis dufi® ) ut unaes d'un mejme point de la Se- quaq; linearum D G, F E ell flion) comme chacune des/ignes ad fubtangentem F O. Adeo DG , FE, d la fotit angent e ut, Ii parallelogrammum hyI O. Dejoruque, Jt le Paral- pcrbola fuponaturpartium o, lelogrammc de i Hyperbole cjl 454194+819, quodlibet hyfuppose de 0,4,1+19^819 par- pcrbolicum fpatium duabus ties, chaqtte efpace Hyperboli- ad alteram afymptoton ordique, compris entre deuxordou- natis interject um erit ad hoc n&es d une des ajymptotes , fera parallelogrammum , ut Logad ce parallelogramme, comme le ntbmus proportionis earumLogaritbmedclaproportiondes dem ordinatarum, videlicet mefmes ordonnees, c’ ejl d dire ut differentia LogarithinorQ comme la difference des Loga- rcfpondentium numeris cxritbmes, des nombresqui expri- primentibus proportione orment la proportion des ordonne- dinatarum , ad numen m o, es .aunombre 0,4341944819; 434:94481;;; acceptis Lo,ja
enprenant des Logariibmes de rithmis decem notarum ulita xocbara&eres outre la chara- caractcrillicam. tlerijlique. 
btdicyile/laise dc verifier Atque hinc facile eft veri
la Quadrature de l Hyperbole tatem olledere Tctragonifmi 
C z Hy« 
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        20 Guithnis Grandi 
2uej’ay dotmles dans h Traitb Hyperbol ici abs me propofit» e PEvolution des Ltgnes Cour- in tranata deEvolut loneCurbes, qui eft dans mon Horolo- varam , quem Horologio Qfcilgium Ofcillatorium. lusorio infertum invenies . 
Htdcou Viri Clari flim* atque, ac Doftiflimi Theoremata perinde nova, atque admirabilia: nane adeadem dcmonAranda accedamus. 
CAPUT Ili 
Primo Theoremate propofito, oftenditur aggregata quot' libet geometrici proportionalium a minimo ejfe inter fe , ut differentia terminorum maximi, & minimi. Incommenfurabiles magnitudines per ablatione quantitatis minoris qualibet data reddi commen/urabites. Hinc primi Theorematis Hugeniani demonJIratio sno • re Arcbimedco. Spatia Logiflica a qui alta funt inter fe, ut homologa ordinata, fpatia quoque infinite longa funt, ut bafes . Quodvis fpatium ad fubfequens infinitum eft, ut differentia fu arum ordinatarum ad minorem. Hinc fecunda ejufdem primi Thco* r ematis demonftratio. 
» \ Primo igitur Theoremate Clariflimi Hligenii aufpican* £\ res rem ipfam propius attingamus. Illud, ut vidimus, cft: Quod fpatia.comprebeufj inter duas ad ajymptotou ordinatasfunt inter fc, ::i carismuem. ordinatarum, differentia. Sis in 
prx
Digitized by Google 
*Itcorm. Hugen. Cap.lll at 
prajenti figura, ubi AVD LogijbtaefT, BO tpftusafymptotos, & ordinat* A B, VC, quarum dut poftrems continua
ti conveniunt cum A K ipfi ajymptoto parallela m E, K-, Jpatia. t 
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        ATI CV, ABQD funt interfe , ut reSu EV, K^D- Quod’ ut demonftremus duo omnino funt ptemittenda prima; de* monftracioni, alterum circa aggregata terminorum proportionalium, alterum de lineis incommenfurabihbus , quamquam enim primum ex Torriceliii flfcxilineis, ejufve lemm.28. aedimenfione parabolae facii& deduci poteft, fecundum vero exprefcd a Ca valerio excrcic. 6. prop. 24. demonllratum fuerit, malui tamen demonlhrationcs meas per extenfum afferre, ne Letfor, libris illis forte ad manum non occurrentibus, m horum Theorematum demonftratione haefitarc poflit, fed iolis Gudideis, Conicifvc ad fummum elementismftruclus, ablque alio fubfidio , omnia inoffenfo pede percurrat ; quod & alias infra obfervabimus, femel hic nionuifie fufficiat. 
2 Dico igitur primb, quod, fi fuerit duplex feries quotcumque terminorum in eadem ratione geometrice proportionalium, erit omnium aggregatum, minimo excepto , in prima ferie , ad aggregatum omnium, pariter minimo excepto, in ierie fecunda , ut differentia maximi a minimo 
jri
it \ Gu‘uhnk GrtmM / 4 
primas ad digerendam maximi & minimo fbeande feritt Sint enim magnitudines ejufmodi in prima fcrie A,B,C,D,E, qaarum maxima A* minimaC , ucriufquc diffcream£G, 
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        differentis autem lingularum per ordinem a proxrmc minori fmc a, b, c, d, utiquefimul 1'umpts squales ipli FG extremarum . Sint pariter fccunds feriei magnitudines M.N.P.Q* quarum maxima M , minima Q , utriufque ditFerentia R Q limiliter squalis omnibus limul partialibus differentiis duarum quarumlibet (ibi (uccedentium,quas notant littera: m,n,pi fintque in eadem ratione continui proportionales tum qus in prima ferie, tum qus in fecunda reperiuntur. Dico A BC D limul ad M N P fimul fumptas clfe, ut F G ad R O; cum enim fintA, B,C,D, E, continue proportionales, erunt in eadem ratione proportionales earumdem differenti* a, b, c, d; atque ut una A ad unam a , ita omnes A B C D fimul ad totidem abed fimul fumptas, ideft adipfam FG iis omnibus squalem : eadem ratione oftendetur, ut una M ad unam m, ita omnes MNP ad omnes mnp, fi ve ad RO ipiis squalem t eft autem ut A ad a, ita M ad ni, quoniam fuppomtur effe A ad B, ut M ad N i igitur ut A B C D ad F G, ita M N P ad. R O, & alternando ut fumma terminorum prims feriei excepto ultimo ad furnmam terminorum poftetioris ultimo pariter exce.   pto, 
jopole 
'Digitized t 
lleortm.fhigw. Gap. III. 
pto, iiaFiQ wpriau fericad R.O 
diiferentiaw primi ab pfcmo » frrie fecunda. Q. *. d. 
3 Dico fecundb duarum incommcnfurabilium magnitudinum majorem po(Te minori commeniiurabilcm reddi, ablata magnitudine minori qualibet data. Sunto enim in fig.t. hujus diagrammatis duaeejufmodi quantitates incommenTurabiles, A B major, & C minor, quaelibet autem magnitudo propofita A E quantumvis parva > djco pofle ex majori AB auferri quantitatem, puta AD, minorem alSgnata A E, itaut refiduum D B iit jam ipli G commcnfurabilc 3 nam bifariam 
-rl 
: . wMfiv «’ft: ) f! 
..':7d;inorreb si-L.’^' J JB t OKniEqJ* ^ 
«.* a , 1 Vjii.aill»«1^ 
- -»>ni f->v .'nii 
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        rr&tn, 
k:i:!'.F!.t>£;sb iiios 0 .ttjcam r'rt i > ilqi jbsq^rtdtf inii( 3 ir: ■ .1 om dyih r.in 
?»« • (i pii A 
• hv f ’ 1 DO v Itii iis 
divifa C* acrurfus fubdivifa qualibet ejus medietate , patet fore ut jam deveniamus ad aliquam ejus partem F minorem dau magnitudine A E: multiplicetur itaque F, quoofque fiat proximi major ip£a BE, & aggregatum ex F toties accepta Iit BD, patet BD minorem fore ipla B A, quiaBDadfum* roumfuperabit EB quantitate F, juxtaconltrufiionem, minori quimtit A E, aut plerumque nec integra quantitate F, fcd ejus aliqua portione multo magis minori ipfaAEj itaque B D minor eft, qusim B A, defc<£lu A D minori quam lk propoiica magnitudo AEj fed & eadem BD ipfi C commcnfu. 
24 Guidonis Grandi 
rabiliseft, habens eam ipfa menfuram commonem F, ex qui pluries repeuta confingit i igitur ex majori A B duarfi in cora
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        mefurabilium magnitudinum fafla eft ablatio partis A D mi nons data quantitate A E , refidua DB jam commenfurabili ipfi C remanente. Q: e- f. 
4 Jam libero pede Hugeniani Theorematis demonftrationem Archimedeo more fic inftituo./rg fiq Spatiorfi A B C V 
ABQD (qusdemonftranda funt invicem eire.utV E, DK) altitudinesBC, BQ^velcommenfurabilesfunt, velincommenfurabiles. Sint prim&m commenfurabiles, menfura Bt ntrique communiter inferviente, diflributoque axe BC, & reliduo CQjn particulas ipli B x squales, ac duelis ordinatis, fiant parallelogramasquealta Bz, x z.Scc. ufque ad C m circum (cripta fpatio BC V A, quorum ultimum Cm illi penitus extriufecum remanet, continueturque eadem parallelogtammorum squ£altorum feries per reliquum fpatium CV DCt.» cui pariter circumfcripta fine Im, nm, &c. ufqoe ad CL.O * quod toti fpatio extrinfccum pariter erit: At fi menfura B x .non (atis ad propofitum exigua fuerit, poterit illa, & fiequentesportiones ipfi squales, bifariam dividi, ac rurfuf 
bi
Theorem. Uugen. Cap III. *$
bifariam, multiplicatisparalleiogrammis hxcfpatia circum. Icnbenubus, quoutqne excedant eadem fpatia minori excellu quolibet dato, liquidem ille excelTus minor femper erit primo parallelogrammo B z, quod ( diminuta ejus latitudine; minus clfe potelt quavis propolica quantitate; erunt autem hxc parallelogramma xqu£ alta, ut bales, nempe uc ordinate in Logiftica paribus intervallis didite ,ade6q; erunt, ex primaria Logiftice affcdionc cap. i. nam. 2. relata, in continua proportione, unde ex primo alsumpto noftro rtum. 2. hic probato, aggregatum omnium paralielogrammorum circumlcripcorum fpatio 
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        ABCV, prxterminimum toti fpatioextrinfecnm Cm , ad aggregatum omnium circumfcriptorum fpatio A D Q_ B, exciufo pariter minimo Q_0 , erit ut differentia B z a C m, fcilicet ut m VE, ad differentiam ejufdem Bz a Q^O, idefl ad ODK, atque adeb ut VE ad D K. Quoniam igitur feries paralielogrammorum ejufmodi fpatia circumfcribcntiu femper, quantacumque fuerit ipforum multitudo, & quantumcumque accedant ad infamet fpatia, inveniuntur e(Te in ratione conflanti VE ad DK, patet utique Viris Archimedeis Sc ipfamet Logi dica fpatia iis paralielogrammorum feriebos inicripta, nempe A vCB , & ADQB m eademefleratione VE ad DK. D s 
Digitized by Google 
A\l Cuidonis Grandi 7 
5 Sint jaraaltitudi nes BC, BQJncommenfurabile»; poterit , ex fecundo attempto noftro nttm. 3. hic dcmonrtrato, fumi BN deficiens a BQ^quantitatc NQ. minori qualibec data , commcnfurabilis veroexiftens ipfi B C; quomodo, or* dinata NMR, habebit fpatium AVGBadAMNB eamden» rationem, quamV £ ad Mft, argumento proxime allato id concludente. Si igitur major e (Te dicatur ratio A V C B ad ADQJB, quim ratio linearum VE, &DK, poterit ipfa M R tam proxima efTe ipfi D K, & tam par&m ab ipfa deficere, ut ratio dictorum fpatiorum fit adhuc major , quam ratio lineat V £ ad M k, hoc eft quam ratio fpatti primi A V C B 

        
        [image: Picture #48]
        

        ad A M N B, atque adeo foret A DQJB minus quim A M N B, quod e fi abfurdum; fi vero minor efTe dicatur ratio difiorum fpatiorum , quam linearum illis, ut fupra , refpondentium, poterit nihilominus linea NM tam proxima efle ipfiQD, £c fpatiam AMNB tam parhm deficere ab ipfo ADQB, ut ratio A VCB ad AMNB, hoc eft ratio VE ad MR adhuc minor fit, quim ratio VE ad DK , atque adeb MR major foret ipfa D K, quod pariter eft abfurdum, A&qualis igitur eft ratio A VCB ad A D Qji rationi V E ad Dk , Q. e. d. 
- 6. Aliam adhuc expeditionem fortaffe ejufdem Theorematis demonftrationem fubjungemus , his aliis pnrmifTis , qux demonftrafle in fequentibus non pigebit: & primo notare juvat duo quilibet fpatia Logiftica aeque alta, juxta in
di
JJjpitized by Google 
Theorem. Hugcn. Cap.lII. ly 
divifibilium methodum , oltendi efTe ad invicem , ut fanc Homologae utriulque ordinat* ; nimirum pari exiftcnte altitudine B C, C. Q, spatium B A V C ad C V QD erit, ut B A ad C V, vel C Vad Ql>; lumpta enim ubivis B x squali C n, 
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        & ordinatis xS, nr, erit ex natura curvae, ut B A ad xS, ita C V ad nr, &alternando, utBA adCV, ita xSad nr; & hoc femper; ergo ut una ad unam, ita omnes ad omnes, nempe ut B A ad C V, ita fpatium B A V C ad C V D Q; quod erat,&c. Neque refert llnc, nc L«c fpaiia conjundla, iibique immediate fuccedentia, an prorsus disjuncta, vel ex parte communicantia, eadem quippe ratio, ut confiat, perinde obti*»et. 
, 7 Deinde obfervare oportet, fpatia poli quamlibet ordinatam in infinitum produCta effead invicem, ut funt ipfc ordinat*, feu bafes talium fpatioru; lic D A BQR, & D VC QR, ex parte R utraque interminata, & infinite longa, funt ad invii cem, ut B A,& C V . Id fand confiat, tum quia infinita B QR, & infinita CQR funt squales, quum differant finita longitudine B C nullam rationem habente ad ipfarum utramlibet , quare ex tft&is numero przcedente fpatia iis adjacentia lunt,* ut ordinat* A B, C V,- tum etiam exactius fic. 
. '   Da 
Di
i8 Guidonis Grandi 
Divifo interminato ipauo D A B CLR in infinita fpatia stquealta BV,CH,Gl), &c. tinnlircr & fpatio D V C QR. ininfinitaejufdemaltitudinisipatia CVHG,GHDQ^&c. eriuuuirobique, ex iopta dempnftratis iofr4fedenti numero, 
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        fpatia illa «qoS alta, nt fuap or finatc, adeoq;fn geometrica pro|rcrtk>ne;omnes igitur termini B V, C H , &c ad omnes C H, G D, &c. in infinitum continuatos erunt, ut primus terminus B V ad primum C H,ex tz. v. efem. aut ex ay. lemmate Tor* ricdiii de dimenfione parabola alias citato i adcbquc erunt, ut B A ad C V. Quod e. d. 
8 Hinc ultrb profluit tertium Cl-Authoris Theorema.quhd fpatium duabus ordinatis interjeduracft ad infinitum fpatiu, quodpoftminoremillartiexporrigitur, utditferen iautriufq; ordinatae ad minorem ipfarum ; quia enim DABQR ad D V C QJl eft, ut B A ad C V , igitur dividendo A V C B ad fubfequens interminatum fpatium poft CV eft.ut EV ad V C, 6c liroiliter A D QB ad interminatum fpatium poft Qj> eft, ut KD ad DQ^ 
9 Alia igiturprimi hujus Theorematis demonftratio fic inftituendacritj fpatium A B C V ad interminatum V D R QG 
1 eft 
The orem. Hugen. Cap. JV. 29 
eft, ex num. prxcedenii, ut EV ad V(J ; & VDRQ£ ad interminatum DRQ^ex num 7.clt, ut VC ad QD; denique D R Qjid D V C Qjx num. prxced. & convertendo eft, ut QP ad U K; igitur ex aequo AVcBadCVD Q^eR , ut VE ad DK. Qje &e* 
*#■<> ««<► «■'!'•» «K1»» «»•)►« «?•-(► «>g <*■ «5 ««.;<► 
sg3®§s^^©a®{3sasja®S!©s«8ifisssB 
CAPUT IV. 
Ad fecundum Hugenii Theorema demonfirandum, qua fit Logi (fica par amet er oflen titur, & quomodo aqualis Jit fubt angenti. Pofi demon Arationem fecividi Theorematis ad quartum proceditur, quo demonflrato, determinatoque reflangulo aquali [patio Logiflica infiniti longo, exponitur Au floris circumfp:ffa loqnutio de ratione inpniti [patii ad finitum , ac familiaribus exemplis fuadetur infinite longa [patia determinata quantitati aqualia effe poffe. Spatia per varia rationis ordinatas in Logijlica abfeiffa quam proportionem habeant; regula ad digno feendum quando f pati a infinite longa, aut infiniti termini finitam aggregent quantitatem, quando vero infinitam« 
3© Guidomt Orandi ./' 
i lM fecundo Theoremate; Hfdem pofttit, inquit Auftot\$* J. A 0 curvam tangente adpundum A, qua ficet tpfis CE, 
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        O K in I, & Gfpatia tAVE, A DK funt inter fi, at reda Vt, DG. Quod pariter ut demonftretur determinanda prius eftLogifticz, ut ipfc appellare folco, Parameter-, hec autem cjufmodi eft. 
z Exponatur IineaS, quae cum quavis ordinata inter Logifticam, & axi parallelam , veluti cum V E, contineat retlangulum aequale Ipatio A VCB, adjacenti eidem curvae ad partes axis i manireftumeft, qubd eadem conOans linea S conti* nebit cum quavis alia fimili ordinata D K re&angulum aequale fpatio correfpondenti ADQB , cum enim ex primo Theoremate fpatia V A B C, D A B QJint, ut reite V E, D K, feu, ob communem altitudinem S, ut reftangulum ex S in VE ad aliud er S inDK , ubi fpatium V ABC luppolitum fuerit sequale rc&angulo S in V E, fpatium parirer D A B Qjequale erit reciangulo ex eadem S in D K; itaque non incommodeli* nca S, Logifticie Parameter deinceps appellari poterit, e6 qubd Iit linea, juxta quam ipfat V E, D K poliunt fpatia Logiltiese adjacentia A VCB, ADQB
3 
ijgitized bv Google 
Tbewm. Tfugen. Oap. IV. tf 
3 Offendemus autem hanc Parametrum Logiftics lubtangenti, ideft axis portioni inter ordinatam BA, & tangentem AO interceptor, femper squalem effe, itaut, polita BO * quali ipii S, juntta O A curvam tangat in A • Sumpto enim in O A quovis punito 1 fupra, vel infra A, ordinataqueC 1 V, occurrente axi in C, curvae in V, axi parallelae AKin E: erit, ob fimihtudinemtriangulorum OBA, 1 AE,ipfa OB ad B A, ut A E ad EI ; redangulum igitur O B in £ 1 aequale erit rcltangula B A E; fed fpatium B A V C eft, ex numero prodenti, squaleredangulo Parametri, ideftipliusOB m VE; ergo redangulum B A E ad fpatium B A V G eft, ut recta l E ad E V ; punito autem i fupra A exiftence raamfeftum eft reltangulum BAe minus die fpatio B A u c , ergo tunc i c minor eft, quira eu; oboppolitarn rationem, accepto punito 1 infra ipfum A , erit reltangulum BAE majus fpauo B AVC, unde&rclta IE raajoripfaEV; q iare in utroque cafu punitum 1 eft extra curvam, & ipfa O A eft tangens. Quod erat demonftrandum. 
4 Hoc polito, demonftratio fecundi Theorematis H jgeniani fic inftituenda erit; cdm, ob fimilitudinemtriangulonl OAB.GAK, fit O B ad BA, utAK ad G K, eric reltan gulum exOBmGK squale redangulo B A K Q_. fcd O B m D K jamsquatur fpatio ADQB , ex fupradictis ; igitur reliquum reltangulum ex OB in DG squatur rcliduo fpatio D A K . Similiter oftendetur, reltangulum ejufdem OB in VI squari fpat ioAEV; igitur uc prsdilta reltangufa, five ut eorum bafes D G, V l»ita fpat ia ipfa D A K, VAE; quod erat demonftrandum. 
5 De tertio Hugen i i Theoremate, quod eft ; Spatium duo
bus ordinatis interjeflumefle adfpatium infinitum, quod poft minorem earumdem ordinatarum exporrigitur inter Logifikam, & ejus lAfymptoton, ut differentia earumdem ordinatarum eft ad mineremnempe in procedenti figurafpatium B QD efte ad 
fpatium infinitum , quod poft minorem earumdem ordinatarum exporrigitur inter Logifticam, & ejut t^Afympmon, ut differentia earumdem ordinatarum eft ad minorem, ideft in procedenti figura,fpatium A "B £J) effe adfpatium infinitum,quodpofi SfD 
in
inter curvam , & afymptoton interjicitur, ut KD adT) Qi de hoc, inquam, Theoremate non eli qu6d (imus Collicui, quum ejus ventas jam innotuerit ex difitis cap praced. uum 8. ut mhil jam addendum iuperfit, mfi hoc qaaii corollarium, Icilicet. 
6 Qu6d fpatium infinitum port quamvis Logiltic* ordinatam QP curvs, & afy tnpcoto interjectum, squaie (it rectangulo lubtangenus.ieuparametri B O in camdem ordinatam; 
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        nam, ut D K ad D ita reflangulum ex B O in D K ad redangulumex BO mDQj,& ita etiam fpatium ADQB ad ad infinitum fpatium pofl QD exporrectum; quare quum redangulum ex B O in D K fit, ex didis, squale fpatio A D QB, etiam B O m D Q^pnt squale fpatio infinito poli QP exporcedo. 
7 Qo* verb circutnfpede ingerit Nobiliflimus Audor illis verbis: Cum porrb dicimus infinitum fpatium ad quoddam finitum incerta ratione efie, boc unum intelligendum volumus , tam proximi illud accedere ad datumfpatium, quod finito illifpatio in diAa proportione refpondeat, ut differentia minor evadere po/Jit qualibet magnitudine data. Non ita accipienda lunt, nec eo I pedant cettuiime, ut fcrupulum movere videatur Cl.Author, 
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        Tbeorem.Hugeit. Cap.lK 35 
num exalta siti manda fit proportio, quam inter utrumq; ipatium alfignat; ex quo enim Torricellius infinitum foluium hyperbolicum in cylindrum aequalem determinata: bafis, & altitudinis commutare Geometras docuit, necnon infinitorum proportionalium terminorum feries in unam iummam colligere, jam extra dubium clt magnitudinem una, vel altera dimeniione infinitam (puta multitudine, licet non mole, li dc quantitate difereta fermo fit, longitudine,licet non latitudine, fi de fpatiis fuperficialibus loquamur, aut longitudine, licet non cralfitie, vel crafiitie quidem, fed non longitudine, loquendo de folidis) ita reliquis dimenfionibus ad abfolutam ejus magnitudinem integrandam concurrentibus limitari poffe, ut quantitatem prorsus finitam adxquet. 
8 Neque in hoc reliflum elfe puto Geometris ambigendi locum, ut ut id Tyronibus prope incredibile videatur, qui admirationi, aut potius projudicaro, qua tenentur.opinioni paulatim deponendae afiuefcent, fi has fraltionum icries L , L , i. 
i , i, &c. in cade ratione dupla decrefcentes, aut i , 1, i , 
csttcrafquedecrefcentes in ratione tripla, aliafve cujufvis rationis progrefiionesin infinitum minoribus, & minoribus terminis coaiefccntes in unam redigere fummain attentaverint; cumque experti fuerint, non polle tot fumi in prima ferie, qua: umquam ad unitatem pertingant, eo quod, in additione cujuflibet termini ad procedentes, non additur quod iplis deficit ad unitatem integrandam, fed femilfis dumtaxat caJis defectus, puta ad Z addendo J. additur femillis ejus,quod primo termino 
deficiebat ad unitatem, & alter femillis relinquitur, addendo autem duobus procedentibus i non additur quod in prima additione relictum fuerat, nempe quadrans unitatis, fed ejus quadrantis femillis, idelt octans, altero octante relilto, qui delemus rurfus non fuppletur per fcquetcm additionem .quippe non additur octans reliltus, fed ej us femilfis, nempe i , atque ita porib; nec polle tot fumi in ferie fecunda, qus umqua unitatis femiilcmreltituant, quia cum primus terminus i de
E Jfi
1 
liciat pet fetui flem fui, ideft per i, d femifle unitatis, non re
iarcic quis illum defe&um addendo L, quippe qui deliciat ab 1 
rurfus per fui femiflem hic verb non fuppletur additione fe
quentis termini ^deficientis ah illo refiduoi rurshs per fui 
femiflem, atque ita porri» femper procedendo. ita ut nihilominus ad hos limites, nempe ad unitatem in ferie prima, & ad femiflem unitatis inferie fecunda, femper propius accedatur fumptis pluribus, & pluribus terminis ejufdem feriei, defectu femper decrefeeoce infra quamlibet aflignatam quantitatem (veiuti in liguris plurium, & plurium laterum circulo, aut parabola: , alcerive curvo fpacio mferiptis veterum more contingit) donec penitus in feriei fine evanefeat: ctimid, inquam, experti fuerint, atque attenta meditatione rei hujus naturam contemplaverint, fateamur necelfe erit,qu6dfiprorfusomnes illi infiniti rermini (imui acciperentur, pr*cis£ forent in prima ferie squales unitati, in fecunda ferie unitatis femifii, in aliis alteri quantitati funditer determinandi. 
9 Uti autem ia quancitate difereta, ita in continua f quae femper indifereramdividi, & refolvi potefl) idem obtinet; fpatium quippe infinite longum infpatia determinatae longitudinis multitudine infinita refolvi potefl, qu* poterunt femper minora, & minora efle, fi latitudo proportionaliter decrefcere intelligatur, itaut illa infinita fpatia per ordinem correlpondeant infinitis terminis alicujus geomctrics progreflionis, uti certe correfpondent fpatia Logiflica ad squales axis portiones abfeifla, uti ex di&isprtced. cap- nuat. &. colligitur; omnia ergo hujufmodi squ& alta fpatia per infinitam Logiflics longitudinem diflributa, quum fine qusdam feries geometrica proportionaliter dccrefcentium terminorum in ratione» vel dupla, vel tripla, vel alia qualibet, prout extrems ordinat® cujuslibet sque alci fpatii in data ratione accepts fuerint, determinat® magnitudini squaliaefle, prout in frafHonibus contingit, nil prorsus repugnat, imo vel ex hoc ipfo, quod in frailionibusoilendimus.evidentiflime ita debere contingere dcmonflratur; idemque llaiUitet de fpaciis aliis infwite longis» 
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        gis, de quibus pafllm Geomecr®, & nos infra nonnulla didluri fumus, abfquefcrupulopronunciandum, quodfcilicetdeccrminats magnitudini squalia fint, dummodb totaprorfus ac* Cipi intelligantur, nulla ipforum portione religa; quod quia conceptu difficillimum efi, quum infiniti natura reIpuat, nedum ut totum integre deiignari queat, fed etiam ut imaginatione comprehendi valeat, itaut, poli quamlibet partem, non aliam, & aliam ejus extenfionem cogitemus, quippe cujus ultimum limitem non concipimus; ideo prudens Auftor caute addidit: Spatia illa, non tam abfolute infinita, quam juxta ilIatn dimcnlionem interminata, ad datam cum fpatio finito proportionem tampropd accedere, ut diftare pofiint defeclu minori quqjibctdato, quamdiu fcilicetilludipatiumindeterminate lumitur , ut longius, ac longius protenfum, nec totum fcmcl integre accipi intelhgitur, aut faltem accipi fingitur. 
io Mirum autem nemini videatur, quod idem Ipatium Logift ics infinite longum in fpatia cujuslibet progeefiionis, nempe terminorum in ratione dupla, tripla, quadrupla, fciquialtera&c. decrefcentium in infinitum diilrfbui pofiit, pro varia portionum axis altitudine, quum tamen progrclfioncs diverfarum rationum non ejuldem fint valoris, fed progrefiio dupla squalis unitati, tripla femilTi unitatis, quadrupla trienti, tkc. non enim eadem cfi quantitas, qux locum unitatis obtinet divifo Logiftic® fpatio iu terminos rationis dupl®, ac qu® eamdem unitatem reprsfentat, cum dividitur interminos rationis tripis, aut quadrupla:; liquidem in primo cafu unitas cfi duplum primi (patii, infecundo triplum fpatiiprimi, in tertio quadruplum, &c- qusfunt quantitates longe aivcrfiffims} interca hinc habetur,eamdem magnitudinem efTe duplam fpatii, cujus ordinatae lint in ratione dupla, dimidiam tripli, hoc eli fefquialtcram,fpatii,cujus ordinat® fint in ratione tripla, trientem quadrupli, hoc efi fefquitertiam fpatii, cujus ordinat® fine in ratione quadrupla, atque ita deinceps, eadem exiilente omnium horum fpat iorum majori ordinata, lingulis pro communi rationis antecedente inferviente; adeoquefitotum Logiftic® infinitum Ipatium ponatur efle partium 12. fpatium primQ, cujus ordinat® fint in ratione dupla, erit partium 6, & cujus 
ordinats in ratione tripla, partiam 8, & cujus in ratione quadrupla, partium y, ac fimilitcr de aliarum rationum fpaciis ratiocinari licebit ; id quod tamen ex primo etiam Auctoris Theoremate facile deduci poteft. 
ii Nefcioauicm, an obiter, dum ferrum candet,exponere generalem regulam juvet, qua dignofei pofsir, quando fpatia infinite longa, vel termini multitudine infiniti, etiam cbm decrefcunt, quantitatem abfolute infinitam adxquent, & quado prorfus finitam, ac terminatam. Eam certe ante plures annos, quum Theologicis itudiis adolefcentes noftros imbuere, in quada Appendice ad Traflacumde VifioneDei, talem proferebam . Quoniam, ut innui in notatione Pnefationis Vivianeorum Problematum^/*. 2/.duarum quantitatum ratio componitur ex rationibus lingularum dinienfionum illis quantitatibuscompetentium, & invicem comparatarum , expendendum eft, num ratio ex his compolita lit ratio finita, necne. Jam, aggregatum plurium terminorum, quatenus quxdamdU Icrera quantitas eft, unam tamen continuam magnitudinem, & quantitatem integrans, duas habetdimenfiones, quippe ex duplici capite quantitas ex hifce terminis aggregata crefccre, & major fieri poteft, nimirum ex terminorum multitudine, & ex propria fingulorum quantitate; qub plures enim termini adunantur, eb major, exteris paribus, quantitas confurgit, puta quo plures fraftiones in unam fummam colliguntur , cb major fumma conficitur; & ftante alias pari terminorum multitudine, quo majores in fe ipfis linguli fuerint, eb pariter major magnitudo colligitur; iictres frafliones decimaies majorem fummam conficiunt, quam tres mille fima:, auccentcfims; ut ergo videamus, num propolitis quibuslibet infinitis terminis, ij quantitatem infinitam aggregent, an tantum finitam, obfervandum eft, an crcfcentearithmetici: in infinitum ipforn multitudine, decrefcat pari ratione, aut majori, vel minori ipforum quantitas; fi in eadem ratione decrcfcat, ut in i.^ i
I !,& c. ubi fecundus terminus eft femiffis primi, tertius 4 s 6 
triens cjufdem, quartus ejus quadrans, &c. prour multitudo duorum eft dupla unius, triu eft tripla, quatuor quadrupla, &c. 
pro
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procul dubio quantitas omnium fimul infinita erit, quia cdm terminorum multitudo lic «quipollcat ipforum abbreviationi, leu parvitati, ratio quantitatis talium terminorum ad alia ailignabilem quantitatem, putii ad unitatem, utpote compolita ex ratione multitudinis, & parvitatis eorumdem terminoru refpecludi&seunitatis (alteraratione alteram elidente) erit ratio infinita, & ipforum terminorum quantitas «quipollebic quantitati infinitorum terminorum invicem «qualium, qus certilfime infinita eft. Atii m majori ratione termini decrefcant, ut accidit in ieriebus numero 8 adduftis, qu« geometrice decrefcunt, crefcente terminorum multitudine arithmetice (atque in aliis bcn£ multis, qua; ctli non geometrice, omnibus tamen compenfatis in majori ratione decrefcunt, quam crefcac ipfarum multitudo ) tunc prspollente parvitate Ungulorum terminorum eorumdem multitudinis incremento, prodibit cx utriufque compoiitione finita ratio, & aggregabitur quantitas prorius finita; quando autem in minori ratione decrefcanc termini, quam illorum pluralitas augeatur, ratio plufqu4m infinita exinde confurget, leu a fortiori, quam in primo cafu, dicendum erit, omnium aggregatum quantitatis ene (Impliciter, utajunr, infinitae, pr«pollente multitudinis incremento ipforum abbreviationi terminorum. 
12 Idem applica fuperficiebus, aut folidis, quorum una, aut altera dimenfio infinita fit, altera tamen, aut reliquis continui diminutis; prout enim in majori, aut eadem, minori ve ratione minuetur altera dimenfio, quam crcfcat ea, qux in infinitum extenditur, judicandum erit fpatium illud praecise finitum effe, aut infinitum, vel piufquam (Ii dicere liceat) infinitum Hinc Cl- VVallilius in Arithmetica Infinitoru optime oblervat, fpatium hyperbolae, & afymptoto interjectum, cujus latitudo in eadem ratione minuitur, mqua longitudo alymptoticrcfcit ( propter latera paralielogrammorum «qualium ejufmodi fpatio inlcriptorum necelfarioreciproca ) elie idcirco infinit® prorsus magnitudinis, inhypcrbolis autem alioru graduum, ex una quidem parte finitum elfe, ubi in majori ratione decrefcunt lines ad afymptoton ordinata:, atque adeo 
la
latitudo ejufdemfoatii, ex altera autem parte, ideft ad aliam afymptoton, plufquam infinitum exiftimandum, e6 qu6d ia minori ratione ordinare decrefcant; id quod in aliis etiam fpatiis, tam folidis, tum fuperficiahbus obfervari poteft. 
CAPUT V. 
Qyartum Hugenii Theorema,pridem demonfiratum,nova dcmonflratione per diverfam methodum flabilitur ; Tradoria proprietas hinc dedu&a, quod ordinat a ad aquales curva partes fuit invicem proportionales . Cuilibet curva tangentem ducere. Vr loci tat es in diverfis curva punftis fiunt, ut fafla ex ordinatis in fubtavgentes alterne fumptas. I» Hyperbola (unt,ut quadrata temporum contrariefumptorum. Determinatio tangentium ad infinitas parabolas. Eade expeditior. In aliis curvis quomodo tentanda. Viriarum ad id conflruflionum demon ff ratio. Subtangens curvarum, qua admodum Spiralium deferibuntur. Infinita Spiralium fpecies quas fubtangentes habeant, & quomodo infinitis parabolis refpondeant. Tangens Spiralis Geometrica , & quarumvis figurarum per alterius convolutionemgenitarum. Tangens Conchoidis Nicomede?, aliis infinitis Concboidibus, & Subconcboidibus appli cabili methodo oflenfa. Eadem geometrica dcmonflratione confirmata. Tertia demonfiratio quarti Theorematis Hugeniani. Curvaparabolica Logifticafemper 
perpendicularis. . . 
. i Quar
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1 ^vUartum Auftoris Theorema; Qubdfubtangens, utBO V g in eadem figura , ejufdem femper eft longitudinis, ad quodvis Logiflica puniium tangens pertineat, alia dcmonftrationc non indiget, quum probatum fuerit rep. ^.num. 3- fubtangentem aequalem lemperelleParametro hujus curvae, quae linea quedam conflans, & definita eft; verum ad pleniorem fcietiam id aliter, atque aliter demonflrabimus, divcrla methodo, eaque ad alias longS veritates applicabili. 
2 Secunda igitur hujus Theorematis dembflratio £ic inflitui poterit. Sint fig. 1. hujus diagrammatis quslibet ad axem Logifticseordinatie AB, VC, tangentes ad eadem punfla AO, 
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        VQ,. Dico interceptas ordinatis, & tangentibus B O , C Q^ (qua: fubtangentes appellantur Isqualesefle. Sumatur quantumvis parva B E, illiaue aequalis C G, ut ordinatis E D, G F portio tangentis AD fer£ cum curva AD, & portio tangentis VF feracum curva VF coinciderccenferi poflit.ob infinite parvum intervallum utrivis ordinatarum pari interje£lfi: erit igitur ex natura curvae, in qua funt punfta D, F, ipfa A B ad ED, ut CV ad GF, juxta primariam Logifticae affectionem 1 rurfuscum puncta D, F lupponanturfc in tangentibus 
e (Te, 
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        eflc , erit A B quidem ad E D , ut B O ad 0 E ; C V verb ad G F, ut C Q^ad QG; ergo eadem erit ratio B O ad O E, que CCL_ad QG, & per converfionem rationis eadem ratio BO ad B E, quae QC ad C G; funtq; confequentia squalia; igitur & antecedentia BO, CQjequalia erunt. Qj:-d. 
Poterat rigorolius argui per deduthonem ad abfurdum, fcd quorsum ita? Obferva potius quid eveniflet, ii natura curve ea foret, utfumptisnoninaxe, fed in ipfa curva squalibus portionibus AD, VF, esdu ordinate proportionales edent» 
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        An non enim eodem argumento conflaret, O A ad A D cfle, ut Qy ad VF: unde confequentibus squalibus exiftentibus, etiam antecedentia, fcilicet, tangentes ipfas AO, VQjibjiibetsquales futuras, adebqueejuimodi curvam illam lpfam fore, quamTradoriamvocant? eam fcilicet , quam deferiberct grave A funi AO alligatum, dum funis extremunxO per reaara O Q.trahitur in eodem horizontali plano; pondus iiquidemperfedlefequeturejufdem funis direclioncm, adeoque ejus vis tangens erit perpetuo eadem funis longitudo: quamquam hoc generale eft , ut cum relatio ordinatarum ad axem mutatur in relationem ordinatarum ad curvam, eadem 
* ' >■ ' " *'   * • i * * • ' 
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        Theorem.Hagen. Cap.V. 41 
expfeflio fabringentis tranfeac ad ipfam tangentem, ut pluri‘bus exemplis confirmare in promptu crter. 
3 Utilius erit Tertie demoniirat toni ejufdem Theorema* tis viam fternere generali quodam lemmate circa tangentium inventionem premiflb, quod ex Torricellii dodrina obiter indicata ini. i. de mor. gr. prop. >8. ejufque Scholio, in hunc modum deduxi ; iicquc oniverfaiiter proponere flatui. Ad datumcujuslsbetcurv® pradumtangentem docete. Datum 
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        fitpuridUih A cdhrtfrtiujuSlibet DA V, cujus axis BC, ordinata ex dato piittdo A B: concipiatur h*c curva deferipta motu ordinat® B A per axem BC equ^biliter fluentis, flbique *quidiftanterdelat®,& ex motu pundi A vcrsilsB accedentis, vel ab eodem in ipfa linea recedentis, non jam ®quabiliter ((ic enim reda linea, non curva deferiberetur) fed velocitate accelerata, aucretardata, proutoptis adeam curvam generanda m . ( qu®libet ccrtc curva hoc modo genita intelligi poteft) Fiat igitur, ut velocitas, tjuam pundum fluens habet in fitu A ad velocitatem ordinat* aequabiliter delat®, ira ipfa ordinata A B ad portionem axis B O, acceptam versus eas partes, ad quas motus acceleratur, li curv* cavitas axera rcfpiciat, ad 
F quas 
4i Guidms Grandi 
quas verb retardatur fl curva axi convexitatem obvertat. Dico junctam O A efle tangentem. Sumatur enim in ipla O A > ad partes accelerationis punitum i, ad partes vero retardationis punctum V, ordinet urque cui.Cvl occurrens axi in c, C, curvae in u ,1, axi parallelae A E per Aduihe in e, E. QupDum velocitas puncti A per AB fluentis ad velocitatem lineae AB per axem delatae elt, ut AB ad BO,feulE ad EA, aut ie ad e A, mamteftum cfl, quod li motus puniti A non 
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        acceleraretur, aut retardaretur, heret per ipfam AI, feu A», ita ut quo tempore ordinata defcenderet, aut afcenderet per B C, feu A E, aut Bc, feu Ac, punitum A percurreret partem EI feu e i , reperireturquc m I , vel i . Verum quoniam motus puncti A curvam dcicribcntis interea ac«leratuc versus u, & versus contrariam partem V retardatur , ita uc velocitas ipfius A in A major Ut, quam in V, quia versus eas partes remittitur, minor autem, quam *nu, quum versus eas partes invalefcat j ideo quo tempore ordinata venerit in C , punitum A curvam generans minorem ordinat® portionem FV confecerit, quamcoofecifletli pnitinam velocitatemreti nui (Tet i minor eit igitur E V, quam E1 j cum vero ordinata 
Tbmem.Uugen. Cap.V. 43 
nata venerit in ce , pundum A curvam generans majorem cjuldemordinatetractum eu pertranlicrit, quam fi prilline velocitati nullos accelerationis gradus addidifTet ; major ell igitur eu, qu&m ei, & idebpunda I, i lunt utrobique ultra, & extra curvam, quare ipfa OA tangit- Quod erat demonlirandum. 
Obiervare hinc juvat, velocitates pundi non aequabiliter fluentis, veluti in figura DAB ad axem CV comparata , in 
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        pun£lis D, A, efle ad invicem, ut facta ex ordinatis in fubtangentesalternatimfumptas, puta,exifientibustangentibus D P, A V, ordinatifquc DE, A F, ut fadum ex D E in F V ad fadum ex A F in E P; nam velocitas puncti fluentis inD ad limilem velocitatem in A rationem compolitam habet ex velocitate talis pundi inD ad aequabilem velocitatem linea: defcendentis, & ex hac ip(a velocitate ad velocitatem pundi ejufdem in A ; fed prima ratio, ex hoc Theoremate, eadem eft, quae DE ad E P, fecunda vero eadem, qua: V F ad F A; igitur ratio velocitatis pundi fluentis in D ad velocitatem cjuldem in A componitur ex D E ad E P, & ex V F ad F A, idefl eadem ell, qusc fadi ex D E in F V ad fadum ex A F in EP. 
Unde'adhuc colligitur, in Hyperbola Apolloniana DAB, cujusafymptoti SC, CV, velocitatespundifluentis in quibuslibet pundis D , A efle in duplicata ratione temporum 
F x con
44 ' Guidonis Gratidi ' * 
contrarii fomptorum,- fpacia enim aequabili motu linee per axem C V delata;tranfafta, velut CE, CFiunt,uttempo* 
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        ra; fubtangentes autem EP, FV funt ipfisEC, FCdiftantiis i centro aquales; ergo exdem fubtangentes pariter iunt, ut EC, FC, feuut F A, ED; ratio igitur faili ex DE in F V, & ex A F in E P erit eadem, que fa£li ex DE in F C, & ex AF in EC ideft compotita cx D E ad A F, & ex F C ad CE, que eadem eft priori, unde cum illa componit duplicatam rationem FC ad CE, que proinde duplicata erit remporum contrarie fumptorum, licut & homologarum ordinatarum DE, A F; & hoc erat demonftrandum. 
4 Hinc tangentes ommum in primis parabolarum determ inationem accipiunt; quemadmodum fig fiq- li C a A fuerit parabola quadratica, que equabili motu ipliusCN perC © (ibi xquidiftantcr delate, ac defcenfu naturaliter accelerato, ideft lingulis squalibus temporibus novum tibi celeritatis augmentum fuperaddente, pundi C versus N per lineam fluentem dc*railfo deferibitur, contingit, ordinata ex foco n ipfa n a, celeritatem punfti defeendentis in quolibet curve punflo A ad equabilemceleritarem ipfius lineedclate fctnperefle, ut ordinata cx dicio punflo AN ad prsdi&ara ordinatam ex foco na, juxta citatam prop.TorriceJIii; cbqubd, cilm velocitates dcfcenfunm crefcant, ut tempora, atque adeb ut fpatia morus srqoabi Iis, idefl ut © C> fC,feu AN, an, quas linea 
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        N Cxquabiliter tranfilit.fi velocitas deicenfus in A fit ut A N, velocitas in a ciit ut an; velocitas autem defcenfus in a eft 
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        sequatis velocitati motus xquabilis, quia ordinata ex foco an dupla eft abfciflx cn, eadem verb ell celeritas, qux motum hac ratione accelerato acquiritur dcfcenfu per C n , & qua sequabiliter perfeverante conficitur duplum fpatium na , igitur fi velocitas in A fit AN , velocitas motus xquabilis erit eadem qux defcenfus in a, ideft erir, ut na : quemadmodum igitur hoc in quadratica obtinet; ita in cubica, ubi celeritates delcenfuum crefcunt i» duplicata ratione temporum, idebque funr.ut quadrata fpatiorum motus xquabilis , Icilicct A N, an, comparando defcenfum in A ad defcenfiim in a ( fafla prius a n tripla abfciflx Cn.qniahoc accelerationis genere velocitas per C n defcendendo acqurfita , triplo fpatio a n percurrendo par eft , fi xquabilitcr permanere imeiligatur, unde limtliter velocitas deicenfus in a xqoalis erit velocitati xquabiii linex) habebitur, velocitate defcenfus in quovispuiiftoA cfle adxquabilem illam, linex delatx velocitatem , ut quadratum AN adconftansquadratum an; fimili rationem parabola quadrato-quadratica erit velocitas defcenfus in A ad illam xquabilem velocitatem, ut cubus AN ad an politam quadruplam iplius nC abfciflx, atque ita deinceps in altis gradibus, fafla ordinata an tam multiplici abfciffscCn,quam multiplex eft unitatis exponens.ordinatarum • 
S Quam

        
        [image: Picture #66]
        

        
        
        [image: Picture #67]
        

        46 ' Guidonts Grandi 
S Quamquam vix opere precium fuerit Hs velocitatibus comparandisinlhlcrcin parabolarum genere, ubi fcmcl conlhtciit in quonam puncto velocitas aequabilis motus adequee celeritatem defccnlivain, invento iciiicec Icmel punelo a, ubi ordinata an aqualiseltfubtangenti nb ( quod quidem evenic ubi an ad nCeil, ut exponens gradus parabola ad unitatem, lciJicet in quadratica, ut a ad i. in cubica, ut 3 ad i.&c.) 
'Q. 
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        quia enim curve parabolice fimili in fingulis fuis partibus accelcrarionisgenere defccibumur, ita continue ordinato, uc fpatia curvilinea ad circumfcripiuiu paralleiog>ammum aqualem lempcrrationem obtineant, eti.ai in his eadem lempcr erit ratio fubtangcncts bn adabfciliam nC, vel fpjtii Cf ai interceptam i tangente fd; unde cum notum fuerit an , feu bn ad n C duplam eflcm quadratica, triplam 111 cubica parabola, &c. etiam BN ad NC in eadem lempcr ratione elfc mamfeftum erit, quare expeditius dabitur tangens adquodlibet pundum A. 
Similiter & in Hyperbolis, quarum pariter uniformis efl ubique acceleratio, unde& parallelogrammorum quibuslibec (patiis inlcriptorum cadeui fcmper eft ad infinite longa lpatia iifdem bafibus inliftentia proportio, fubtangcntesaddiftantias a centro eamdem-perpetuo rationem obfervabunt. Invento itaquey^f./r^ inHyperbola AaC ad afymptoton f D , D b pundo a, ubi fubrangens sequatur ordinata, idelt ubi veloci
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        citas motus aequabilis dclcenlivam adaequat { quod quidem evenit, ubi an ad uD eli , ut exponens gradus Hyperbol® 
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        ad unitatem, fcilicct in tineari, feu ApoIIoniana, ut {■ ad i. in quadratica uciad i. in cubica ut 3 ad r. &c. prorfus ut m Parabolis contingit, limili enim cum illis motu deferibuntur, fed dumtaxat reciproce polito, unde evenit fubtangentescadere ad partes oppolitas axis origini, idefl fub ipiis ordinatis ) cum conftiterit iubtangentem inventi pundi a, nempe bn edis aequale m prima, duplam in fecunda, triplam in tertia Hyperbola dillantix a centro nD , notum limilicer erit, etiam 
Suamlibet aliam fubtangentem BN in eadem clfc ratione ad lilantiam ND fuse ordinata: N A ab eodem centro. 
6 Difficilior eft aliarum figurarum tradatio, in quibus non ufque adeo perfpeda occurret ad lingula puncta velocitatum in curvsgenetim confpirantium proportio i generaliter tantum dici polTet,velocitates defcenlivas ai lingula cur vx punda eflead invicem, ut fpatia lynchronis quibufeumque temporibus perada, live ut differentiae sque diliantiuin ordinatarum intervallo infinite parvo diditarum, feu (videfig.pag. anteerd.) fi concipiatur ad axem Cf ® curva? cujuslibet Ca A applicata figura ® 3 g C, cujus portiones a vertice abfcilfie per ordinatas, veluti gCf, GC» lint ad invicem, ut ordinat* ad priorem curvam fa, $ \ , qu6 fiet lineasipfas f g , ®G , utpore minima», & induite parvas differentias duorum ex talibus 
48 Gttidonis Grandi 
fpitiis a vertice abfciilorara , optime repreefcntirc infiniti parvas ditferentias ordinatarum fa, 0 A , quibus di£ta fpatia proportionantur, adeoque etiam exprimere gradus velocitatum motus defcenfivi, itaut fi talis celeritas in a iit , ut fg, in A futura iit , ut 0 G ; & ii reperiatur in curva tale pundtum a, cujus ordinata af ad abiciflam fC in eadem (it ratione , in qua fpatium f g C ad parallclogrammum illi circumferiptum fg b C, habebitur in a puncto velocitas defcenliva squalis celeritati tranfverii motus squabilis, adeoque h*c velocitas squabilis optime exprimetur per fg, exteris deicenlivi motus celeritatibus per alias parallelas, ut fupra, determinatis; & Ii fiat, ut parallclogrammum circumfcriptum cuivis fpatio CC 0 ad ipfummet lpatium,ita B N ad NC, autC 0 ad 0 f,-juncta AB, feu Af erir tangens; limiliter ii fiat ur rcftangulum A 0 G ad ipatium 0G(i, ita A 0 ad 0 f, aut Ii ad rectam 0 G applicetur fpatium 0 GC, & faciat iatitudi • nem 0 f, juncta A f tanget, quorum unum, vel alterum juxta vanam curvs nataram, cjnlvc gene lini, pr#fertim (i ab initio figura C G 0 determinata fuerit (ut Ii qu*ratur de curva Ca A genita ex tranfverfali aequabili motu linea- CN per datam C ♦ , & dcfcenlivo puncti C per totam GN', ita accelerato, ut in quovis punfto a gradus ejus celeritatis proportio* netur ordinat® fg dati trilinei, altcriufve figursCC 0 data», & ad datam lineam C 0 applicat*) aut aliquid cum his connexum facile innotefccc, ac tangens expedite determinabitur. 
7 Quorum omnium ratio , quamqulrtl furticlenreir in demonflratione»«fflr. 3. allata contineatur, brevitcrindicaripoteritlic. Tangens ad aliquod ourvtt punftum illa rc&a cft, quam defcripfiiret, & deferibere pergeret punctum defeendens ii gradum velocitatis, quem in dato corv® puncto obtinet, aequabiliter retinuillct, tranfverfeli linee motu eodem remanente; ex eo enim, qubd,remota acceleratione, motus pun<fti A, in fig. nam- 3. fieret per AI, oflenfum clt AI tangentem efie; arlifiar BN ad NC, utparalIelogramnuimBG0Cad figuramCG® , juncta B A erit via , cui inliftcret pun£tu*n defeendens, modo gradum celeritatis fu® 4>G toto tempore 
C 0 
C 4 retinuiflet (confeciffct enim fpatium B N, quod ad NC accelerati pcrcarfumforet, ut planum velocitatis aequabilis * G B C ad planum acceleratae 4 G g G, fpatium verd tranlvcrfali motu cmenfum cflct eadem NA) igitur jun^a in tali 
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conflruQione AB erit tangens; cilmque & C* ad 4 f fit in eadem ratione B A ad A f, feu B N ad N C; necnon A 4 ad 4 f rationem habeat compofitam ex A 4 ad 4 C, feureftanguli A 4 G ad C 4 G, & ex ipfa C 4 ad 4 f, quam vidimus efle, utre&angulumCoG aa fpatium GC4«itemque cim C 4 ad «f fit.utreftanguIumCoG ad foG ; igitur fi fiat C 4 ad 4f,utparallelograrnumcircumfcriptumfpatio 4GG ad idem fpatium, aut A 4 ad 4f, ut rcclangulum A4G ad idem fpatium, aut applicetur ipli 4G dirium fpatium, & faciat latitudinem 4 f, femper junfla A f erit tangens; fed quorsum plura? praecipuae ex his eonrtruclionibus , unde exterae pendent, geometricam confirmationem f fi abftra&a hxc motuum conlideratioobfcurior, aut minus tuta videatur J habebis infra, 
8 Eadem fere applicari poflunt aliis curvis ex circulari, & progrelfivo motu deferiptis , quemadmodum infinitae Spiralium fpccies, Conchoides diverforum generum , Cycloides anomalxP. Cevx, &aJiasquamplurimx [ imb quid vetet,ubi commodum acciderit, figuram prorfus omnemejufmodi motibus compofitam concipere , eleflo intra , aut extra ipfam 
G quo
quo vis.punclo, velat circularis morus centro, unde protenfiacf curvam rami radiorum elongationem , pro vario progrellivi motus pun&i per ipfos fluentis incremento, exhibeant ? ] illud tamen in his obfcrvandum, quodlicuti cap. \.num. is. ad gcnelim Spiralis Geometricse per convolutionem Logifticae, totus ejus axis in puntfum contrahebatur, ordinatis ad sequales axis portiones in totidem ramos squalibus angulis divaricatos abeuntibus, itaadrcm noflram aequabilis motus lineae per axem delatae in circularem circa centrum commutandus cft, defcenfus verb pundli, aut progreftus per ordinatas, debet ia progrellum pun&iper curvae ramos, leu radios figura? converti ; atque ut vclocitasprogrefiivi motus ad circularem, ita ipfe ramus,feoradiusfpiraiis, altenulve figura: praefato modo defcnpte, ad portionem lines ex centro perpendiculariter ad eurudem radiuminfiftentis , utpotc parallelae^ tangenti arcus per circularem motum defcripti, in qua cft ipilus dirctlio; hoc infuperanimadverfo.qubd circularis ille motus aequabilis eodem velocitatis gradu mimme pollet in lingulis curvae pon*> 
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        ftis, fed pro varia pnnfii cnrvae I centro diftantia variatur, uc pec fc notum cft, quippe non in eadem peripheria A LB verbi 
bi gratia fumitur circularis motos pundi a fpiralis C a A , in quaiumiturcirculatiopundi A, ille quippefumendos inperiphcria a 1 radio Ca defcripta, quem folum motum parti* cipat fpiralis in pundo a. 
9 Atqucindecft.qubdfabtangens quidem pundi A in Tpirali Archimedea poli integram revolutionem radii C A aqualis efl periphense ALBA eodem radio defcripta; (cxillcntc jfiquidem hic utroque motu aquabili,ipforum velocitates funt, ot fpatia eodem tempore percurfa, ut fi velocitas progredi vi motus lit CA , velocitas circularis fit ipfa CB iubtangens aqualis peripherix eodem tempore percurla) at verb fubtangens bc puncti alterius a eadem non erit, ac qua ad didam pcripheriamlit, ut Ca ad CA, utxquabilitasmotus exigeret, led velocitate progredivi motus expreda per Ca, velocitas motus circularisenttantb adhuc minor, quanto propius centro cftpundum a, idftt, ut arcus Ida, quem eo ufque linea Ca ilio puncto defcripfic , & cui propterea fubtangens cb aqualiscm; itaquedecrefcunt fubtangentes in duplicata radiorum ratione, quia femel obdtrainutionem radii, & fcmel adhuc ob panformem diniinutionem circularis velocitatis, atque adeb vertice C defcripta parabola A L K, dudifque A K, 1L ejus axi parallelis, erunt ha ad invicem, ut fubtangentes radiis helicis C A, &Ca ( aqualis C1) refpondentes; quod ii Spiralis ejus generis fuerit, ut fpatia AC, aC motu progreffivo percurla fintin lubduplicata temperum, aut arcuum circulari motuaqaabfliter percurforum ratione, manifeftum eft progredi vani celeritatem pundi A , vel a fubduplamfore ejus, qua fuerat in prima Spirali, & exponendam per femiffem radiorum CA, velCa, fi eadem retineatur linea exponens celeritatem aquabiliscirculationis, aut ii ilia exponenda iit per integras lineas C A, C a, aquabilcm celeritatem exponendam fore per priorum fubtangentium duplas; erit igitur in hoccafti fubtangens CB dupla circumferentia ALDA, & fubrangens C b dupla arcus adi, qui cx tribus capitibus minorent illa circumferentia, nempe in duplicata radiorum ratione, & inearumdem fimplici adhuc decremento obapproximationem centri, unde parabola cubica C L K defcripta, in 
C i qua 
5 z Guidonis Grandi 
qua axi parallela K A, L1 fiat in triplicata radiorum A C, C ? ratione, five ut eorumdem cubi, erunt ipfe axi parallela, ut fubtangentesadcorrelativa curva fpiralispunda; fimiliterin aliis Spiralium ipcciebus, ac parabolis per ordinem correfp5dentibus procedere potes; quod innuide juvabit ad comparandas Spirales curvas cum congruis curvis parabolicis, uti 
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        alias fa£luri fumus, offendendo , qubd fi A K fit aqualis j circumferentia A LD in prima Spirali j»aut | ejufdem in fecunda, aut i in tertia, j in quarta, &c. prima parabola exi*. 
flente quadratica, fecunda cubica , tertia quadratoquadratica, &c. Linea, fpiralis, & parabolica aquales erunt; Imo et fi. motus circularis & ipfe aquabilis non fuerit, fcd acceleratus, congrua parabola nihilominus reperientur earumdem nempe poteftaturainaxe, & ordinatis, quot fuerint in refpondentis Spiralis circumferentia, & radio , fed ordinatis parabola ad tanto plures gradus elevatis, quot fuerint unitates in exponente poteffatum axis, neque enim difficilior efl fubtangcntiunv Sv ad has Spirales determinatio, faciendo femper, ut velocitas 
pro
Digitized by Googlej 
progreffivaad circularem, ita AC, vel aC adfubtangentem. 1 CB.autCb ex centro perpendiculariterdu&am adiuumradium , uti pluribus explicare fuperfluum eft. 
io In Spirali Geometrica»quoniam ex diftis cap. i. h. i a. illa per convolutionem Logiltice deferibitur ad maximum radium CA polita C B fubtangente aequali Inbtangenci ejuldem 

        
        [image: Picture #75]
        

        Logiftics, que convolvitur, alis fubtangentes C b tantb minores primaCB faciende funt, quanto minor efl Caobrationem in fine mrn. 8. indicatam, quia in ipfa evoluta Logilticafubtangeos cujufvis ordinate femper eadem cft, ut fupra oflendimus, & mox poli illuftratam hanc methodum oftenfuri fumus; atque inde eft, qubd triangula C A B, C a b femper fimiliafunt, angulique & radi is, & tangentibus squales .tocaq;. curva AaCsqualistangenti AB, & aaC tangenti ab, &c.. im6univerfalitcr.ficurva quaelibet convolvi in Spiralem intelligatur eo modo, quo de Logiftica citato loco expofuimus, fubtangentes radiorum quorumlibet Spiralis erunt tantb minores , qu&m forent fubtangentes refpondentium squalium ordinatarum evolute , quantb propiora centro funt pun&a extremadiftorum radiorum, quam punffum extremum maximi radii, quo vides nedum Helicis Archimedes, aliatumquc 
di
\ 
\ 
54 Guidouts Grandi 
di veriorum graduum, per convolutiones, trianguli, parabolxque, quadraticx, cubic*, &c. genitarum,tangentes determinari cohxreter ad dida numero fuperiori, fed infinitarum prope aliarum Spiralium, que ex quavis figura fic convoluta oriri poliunt. 
it Non rarbautem juvabit duorum in eodem radio pandorum motum invicem comparare, quorum alter cognitus fit, alter certam ad ilium proportionem obtineat: exemplo res clarior fiet. Elio Nicomedea Conchois A a B, polo P, regula FH deferipta, intervallo AF, cui aequalislupponatur 
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        GP radius circuli Gg M, & quaeratur tangens pundi B; jundo ramo P B fccantc prxdidum circulum in M, regulam in D, confideto curvam A a B genitam ex circulari motu linee P A circa P, &cxprogrefiivopundi A per ipfam PA ita afeendentis, ut non obllantc ejus inclinatione ad regulam F H, ipfumpundum eamdetn feinper 4 regula diflantiam obferver, fit nempe FA femper aequalis DB; progrciTus igitur pundi A venientis inB, nempeexcellus PB fupra PA idem erit, acexcellus PD fupra PF; eadem igitur velocitas erit hujus progreflivi motus, atque ilia quam haberet pundumF, li in circulatione linex P F ita per ipfam afeenderer, ut femper reperiretur in regula F H, eanique rcipfadefcribcret. Velocitas autem circularis in deferiptione Gonchoidis erit ad putidum B tanto major, quam circularis velocitas in deferipeione redx F H ad pundum D, quanto major ell B P, quam P D. Duda igitur tangente circuli SMO,atque huic parallelis DI, 
B C, 
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        BC , jinftaqoe PIC , ducator ramo PB parallela 1 K, occurrens regulse i * K, atq; eide na parallela C QjEquafis ipli 1 K. Junfla QB erit tangens quafka ; motus liquide m per DK componitur ex motu per D! parallelam tangenti MS, que circularis motusdiredionem exhibet, & ex motu per 1K parallelam PD, in qua eft motus progreffivus; fcd Semotus per AaB componitur ex eodem progrellivo, qualem exhibet linea CQjcqualis,& parallela ipli l K,& ex circulari in eadem direilione, ied tantb majori,quanto longior eft B P.quam D P, adebque optime exprimendum per BC, quse ad DI in eadem rationerelpondet; igitur jun&aQB dabit direeiionem motus cx utroque compotiti; ideli tangentem ad pun£iu mB. Simili modo etiam Subconchotdis (iic voco curvam, ad quam funt pundaabfcmdentia ex ramis PF, P D infra regulam quaha intervalla) aliarumque fpecicrum in infinirum curvarum Conchihum, Sc Subconchilium, chmfcilicctabfciiri ex ramis, velfupra, rei infra regotam intervalla, non quidem radiis PM quadrantis circularis aequalia funt , fcd fubtcnlis, feu ramis PM.Pg alteriuscujuslibetfigurae GMg(quomodo fi hax (it femicirculus circa diammecrum P F, habebitur infra tegulam Ciftois Dioclea in infinitum continuata, quam propterea ad genus Subconchilium revoco ) tangentes expedite dabuntur, quas etiam geometricis demonft rationibus c5firmare, & generali quadam conftro3ione exprimere in promptu e der, nili verendum foret, ne longius ab inllituto digrederer; itaque folam primariae Conchoidis geometricam demonftrationem, ex qua Lector, li acuto pollet ingenio,facili libi ceteras coparabir.in medium afferam,que quide eft huju£modi. v 
i* Supponatur BC concurrere cura regula inC ( poteft enim tum BC, tum DI cujuslibet longitudinis edc.dummo» d6 intra ramumPB, 8c junctamPCcomineantur)dufloautem quovis alio ramo P a, fccamc regulam in f, ponatur f E zquahs.non quidem radio Pg, fed Pra fccanti anguli M Pg, &lic ubique nat, ut habeatur curva EBE, quamroamfeftum eft tangere Conchoidem in B, quia, cum Pm femper major lit radio Pg, etiam f E major ent intervallo Conchoidis f a, 
pun
$6 Guidonis Grandi 
puncta igitur E fetnperfuot fijpra puada a Conchoidis ; ut igitur obfervat verus Geometra in Recreatione Geometrica, quz linea reda tanget curram E B E, eadem tanget Conchoidem a B a, propter angulum contingentis iemper indivilibiIcm, minoremque [utdicifolct] quovis angulo rcdilincoi 
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        jam vero ofiendemus curvam EBE effe hyperbolam intra afymptotos HNO, ejufque tangentem ede ipfam B Qjconvenientem cum regula in H; quiaduda P S regule parallela, occurrente tangenti M S in S, ob triangula limilia DBC, PMS, quorum latera BD, PM funt «qualia, squales etiam erunt bales DC, PS, undejtmda SC squidiftabit ipli D M; quare C N ad N S erit, ut D N ad N M, feu ut P S ad S M, vel CB.adebqueredangulum NCB squaleeritipfiNSP; eodem modo duda E R ipfi B G parallela offendetur junda S R squidiftare ipli m f, adebque N R E squale effe eidem N S P; squalia igitur cum line redangula NCB, NRE curva E B E erit byperbola intra angulum HNO; cumque (it N C ad C D , ut M B , feu P D illi squalis ad B D, idelt («xtenfa IK ad BC inL) ut BL ad LC, feu 1K ad KL, nempe C [ «qualis ex conftrudione ipfi 1K ] ad exccffum DB fupra C.Q_, aut denique ut CH adeanidem CD.cric N C ipfi C H squalis; ergo H QJ3 hyperbolam in B tangir, &confequentcr Concboidem : quod nobis propolitum erae demonffrare» 
13 Jam tandem, ut promiffamTheorematis IV. Hugenianj demooftrationem ex ca , quam propofuimus , methodo 
ab
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        abfolvamus; fi in Logiftica fiat, ut velocitas puniti A illam defcribentis, juxtagencfim cap.i. num. 5. indicatam.ad aequabilem velocitatem line* A B per axem delata, ita A B ad B O, confiat ex didis num. j* atque haflenus abundi illuftratis.junflam AO effe tangentem i fimiliter fi fiat,nt eadem aquabilis velocitas ad velocitatem puniti fluentis in V, ita QC ad C V, 
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        junlta V Qjtanget; babebit igitur velocitas in A ad velocitatem inV rationem compofttam ex A B ad B O , & ex C Q^ ad C V, five erit, ut AB in C Qjid B O in C V; fed eadem velocitates ex di&istum cap. 1. num. 3. tum indicatis hic n. 6. funt etiam ut BA ad CV, omnes quippe ordinatarum aquo intervallo difiantinm differentia fune ip!is totis ordinatis proportionales, igitur-AB imCQjid BOinCV eftut ABad CV, quare fubtangen ecs BO.CQjfunt aquales. Quod erae demonfirandum. 
14 Hinc obiter colligere pofiumus , quod fi parabola, cujus parameter dupla fuerit parametri Logiftica , circa eumdem axem conftituta fuerit, aut juxta ipfumaxcmflue
II rc 
58 Guidoms Grtmdt v 
re concipiatur, in quovis fito alteram altera ad redosangolos fecabit, puta parabola V F, cujus parameter dupla ile iubtangentisLogiftic* G CL, & ad communem cumipla axem conihtuta, aut juxta iptum fluens, uttaque fe mterlccamc in 
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        pnn&o F, aut f, angulus curvarum VF A , aut ufA fempcreritre&us; Cum enim intercepta GQJnter ordinatam, & QF perpendicularem parabole, iit dimidia fu* parametri, demortrante id Vero Geometra in Clarid. de Max.& Min. Op. erit in hoccafu squalis fubtaogenti Logiftic*; ergo QF tangens Logiflice, ideft ipfamer curva A F erit perpendicularis parabolae V F, & e contra tangens E F parabole, feo ipfa curva parabolica V F erit perpendicularis tangenti Lo^ilticac QF, feu curvae AF in punclo quovis libi occurrant. 
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        CAPUT VI. 
Quintum Theorema proponitur, quod ut demonflretur, oflenditur , hyperbolica fpatia parallelis ajymptoto proportionalibus definita aqualia ejfe ; fpatia quali» bet eam inter fe rationem babere, quam extremarum ordinatarum rationes. Axi Logi fica parallela inter fe funt, ut Hyperbolica fpatia iis refpondcntia. In Geometrica Spiralf arcus, & feflores circulares ejus ramis interjefli,proportionantur fpatiis, & fe floribus byperbolicis refpondentibus. Subtangens Logiflica ad quamvis axi parallelam efl, ut parallelogrammum hyperbata infcriptumad fpatium byperbo/icum. Demonflrandi modus ct fcrupulis vindicatur. PropoJttio univerfalior redditur. jQuid (it facere Univerfale. Prima Geometrica Spiralis fubtangeus efl ad t arcus circulares , ut byperbola parallelogrammum ad hyperbolica fpatia. Spatia hyperbolica, aut fe flores byperbolici in ea funt ratione ad circulares fe flor es correfpondcntes, in qua minima ordinatarum hyperbolq ad femiffem fubtangentis Logiflica. Parallelogrammum hyperbola infcriptum ad fpatium ordinatis dupla proportionis interjeflum efl proximi,ut lo.adq. Quinti Theorematis Hugenii demonflratio. 
t T Ongius in prscedcnti capite progredi fuimas, quam ab I .« initio fperabamus: habenae ideo contrahendae inprscfenti, in quo Quintum Hugenii Theorema nobis demonftrandum proponimus. Huc longitudo, inquit de fubtangente, per . . ‘ II s op
6o • Guidonis Gratidi V 
approximatioutm repentur, eftque adpartem afymptoti interjectam ordinatu proportionis dupla, »t 434*94481903251804 ad 501039995663981195,J'en proxime, ut 1341/9. Quia tamen infiniti pene laboris, ac tedii efiet longitfimos hos Hugenii numeros perlequi, neque ad manum Tabulae Lagarithmiae ad tam multiplices notas extenfW occurrunt, quibusverilimile eft ufum Hugenium ad ejufmodi calculum expediendum, idcocumdemlapidcmalia methodo movere aggredi*, rfaajotique tum compendio, tum emolumento, vel- ad hanc ipbm, vd ad aham huic propinqaam dictarum linearum proportionem intelligendam Lectorum mentes dilponam. 
2 Prsmittcndumigitur, quod Hyperbols, &Afymptoto interjeda 1'patia-, alteri afymptoto parallelis proportionalibus terminata , invicem squalia funt; id quidem Grcgorius a S. Vincentio Magnus fuperioris Caeculi Geometra, fusque Societatis Lumen Ampliflimum, primus, qubd fciam, oftendit.quia tamen nec mihi, nec plerilque fbrtaffc Ledorum meorum,ejus Codex ad manus cft, placet demonftmionem hanc cocinnare. TL&o,fig. 1 feq. Sebem, alymptotis A B Qjnterjefla hyperboJa l) E k,a(hgnenturq;fpatiaDC N F.KLQjt definita extremis lineis DC , FN, & KL, QJR. alteri alymptoto parallelis, invicem vero proportionalibus. Dico ejuimodi fpatia invi- . cem squalia eilc; ex natura (iquidem hyperbolae erunt etiam JiC, BNj BL, BQ^proportionales, utpotu iifdem parallelis reciproce rcfpondentes; earumque diflercntiaeCN,LQw IiomologisrerminisBC, BL.autLK, CD itidem proportionales . Ordinetur ergo ad CN ipla CG squalis LK, 6c ipfa NI squalis QJl , atque inter duas C B, BN , furupta media proportionali B M, ordinetur M E; limihter inter duas B L, B Qjsumpta media B O, ordinetur O P, cui squalis ponatur M1I ; atque ira porro lumptis ali s intermediis inter BC, BM, ac BL, BO; inter BM, BN.acinterBO, BCL ordinats ad extrema talium mediarum in lpatio KLQRtrasferantur, & applicentur extremis didarum mediarum in linea C.N exiftentium , quoadufque fiat fpatiumCGHlN, cujus ordinats funt squales ordinatis fpatii K L QR, fcd applicats ad partes altitudinis CN proportionales partibus alti
Theorem.Hugen. Cap.Vl. 61 
tirqdinis LQj nec enim dubium, quin NM ad MC iit, ut QO *d © L, utpote differentis trium continui proportiona
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        lium ejufde utrobiq,rationis; (exiffente fcilicctN B ad B M.ut BM ad BC, dividendoeli NM ad MB , ut MC ad CB, & alternando N M ad MC, ut-MB ad CB.autOB adLB, ideft, eadem ratione, ui Q.O ad O L) idemq; de aliis intermediis difcbndum. Jam fic: fpatium DCNFad K LQRrationem habet compotita ex DCNF ad CGIN.&exCGIN ad K LQR Sed prima ratio eadem eft,quae DC adCG, vel KL ( cetcnr enim ordinatae E M, &MH, fcuPO; FN, & N i, fcu Qjt, alisqueintermedis eamdem perperub rationE obfervant) fecunda autem ratio eadeefl.qus altitudinis CN ad LQ^(per demonllrata prop. i. append- noflrs Probi. Vivian.) hoc e(l, ex fupradiftis,eadc,qus ejufdem LKadCD; igitur ratio foatii DCNF ad KLQR componitur ex DC ad LK.&LK adipfam DC, fctlicet eft ratio squalitatis. Quod erat demondrandum. 
3 Hinc facillime deducitur,fpatia qusvishyperbols , St afymptoto interjecta', lineifquc alteri afymptoto parallelis conclula elTe ad invicem, ut iunt rationes extremarum ordinatarum r quibus concluduntur ; fpaua nkaisom CDF N, 
O 
61 Guidms Grandi 
O PQR, fig- *• ita comparatafint, «cratio CDadN Feqnt» lis non Ut rationi OP ad QjG ied maha quavis pfcoputiip* nc, puta altera alterius triplicata , aut duplicata, vel leiquialterat a, &c. erit pariter alterum ipatium alterius triplum, du« pium,autfelquialtcrumt iumpto erum rationis CD ad FN 
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a 
>, i 
2uovis multiplici ,put4mione GH ad NF triplicata ipfius ID ad NF ( ideftiplis FB, D B, fumpns alus duabus continui proportionalibus KB, HB, erecliiqucordinatis K L, HG ) condat Ipatium GN F l-I eque multiplex fore ipatii CDFN ( ob lingula fpatia GK , LD ipli CF aqualia et Hum. preced. quippe lineis proportionalibus terminata) SimU liter rationis OP ad Qjl fumpta quavis multiplici, puta duT plicata , EM ad QJR. ( ideft ipfis Q_B, PB fumpta tertia proportionali B M, atq; e retia ME) patet fpatium E R QJ4 eque multiplex, fcilicet duplum fore fpatii OPQR, quandoquidem E P aequabitur ex num.prtced. ipli O Q. Quod 1) catio G H ad N F squalis fotet rationi L M ad Q.R, fpatium quoque GHFN aquaretur fpatio E MQR, ii illa mejor, & hoc majus, Ii ratio minor, & fpatium minus ( ut pa» tet, aut aperte deducitur ex procedenti ) itaque, ex nota pcr>r 
por
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        portionalium definitioneEucitdea,erit ratiolinearamC D, & N F ad rationem linearum O I*, & QJ*, uc fpatium prioribus «ociufum C D N F ad fpauu poilcrroribus interjectu O P Q R. Quod erat demonUrandum. 
4 Unde aperti colligitur, qubd, fi ordinate Logifticae adhxrear pnemiila figura hyperbolica linea N O R, atque afy raptoriis BQ^ BA interjeci», quarum illa ordinata, hxc axis 
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        logiflicx fuerit, producanturque ip&t N F, O P adLogifticam inS, R, erit fpatium hyperbolicum NRQF ad fpatiQ ORQP, ut axi Logifticc parallele, FS, &PR; cum enim di3a lpat ia fint ad invicem, at rationes inter FN, QJR, 8c inter OP, Q.R intercedentes, ut tium.praced. oftenfumeft, five ut rationes inter B & BF, vel V S, & inter Q^B, ac BP, feu TR intercedentes, qozquidem rationes ex di£lis cap. i.num- 3. funt, ut portiones axi$ iifdem ordinatis in* terceptx, VB, TB, feu SF, RP , etiam difta fpatia Hy. pcrbolica N FQR, OPQR crum,ut lines S F,PR. Quod erat demonftrandum. 
A Supple in Diagrammate lineam QR ipfiNFparalie** Jam, claudentem fpatium byperMuum. 
5 Si
<4 * Guidcnis Grandi v! V 
5 Similequidpiam accidit Spirali geometrice A a a, in qui arcus, aut fe&ores per radios (piraiis abfeifli, veluti A F, A f, aut A C F, A Cf fent,fig. j .b. Scbem.m hyperbolica fpatia AI MK, A i m K comprchcnfa portionibus AI, & Ai aiyra* 
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        !>toti AC, quibus differenti* extremorum ramorum aF, af intsquales [funtenim IA, ia arcuSconcentrici ipfiAFf] & alteri afymptoto CG parallelis, curvaque hyperbolica iis intercepta; etenim arcus illi A F, Af, & confcqucnter &fedores ACF, ACf iis re fpon dentes, exdi&isr*». inuio. funt.ut rationes radiorum Spiralis AC, aC, feu A C, & CI, AC, & C i, in qua pariter 1'unt difta fpatia hyperbcrficajcumqucduftiscxcentro C reftis CK.CM, Cra (debentenim hs line* in centrum convergere , utut in Schemate, vitio Sculptoris.exorbitent) fe&or MCK iplifpatio KA1M, Sc feflor raCK fpatio mi AK (it aqualis (ab squalibus quippe triangulis KCA , MCI ablato communi CLI , addit oque utriquereliduo MLK res eft perfpicua ) habebimusfeftores hyperbolicos in eadem ratione feflonbus circuli ordinatim rclpondentes , erit enim MCK ad mCK , vel ad raCM, ut ACF, ad ACf, trelFCf. 
6 Coi
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        6 Colligi interci ex fupra didis potelt, qubd fubtangens, fcu parameterLogidiceed ad quamvis axi parallelam, ut paralielogrammum hyperbolae infcriptum ad congruum fpatium hypcrbolicum , fcilicet ad punftumR Logidic* dufta tan
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        gente RG, eritGT ad RP.ut^arallcIogrammum KO PB ad fpatium OPQR; fumatur enim tangentis portio RS infiniti parva, ita ut dufta parallela ordinatae SV, parallela axi S H N occurrente hyperbois in N, tum ipfa tangens R S fer£ coincidat cum curva R S ; necnon H S , ut terminata ad curvam ferb aqualis fit eidem, ut terminata ad tangentem; idefthabeat adipfamrationem propiorem aequalitati, quam quilibet data majoris insqualitatis ratio quantumlibet parva, ^tumetiamhyperbolicum fpatium N FPO fere cum re&angolo OPF coincidat, fea illud excedat minori excedo quolibet dato: condat ex »«.4. & di videndo,fore fpatium N F P O ad OPQR, ut HS adPR, &fumptis antecedentium seque proportionalibus,parallelogrammo KP , & linea TG ( ed enim KP ad OPF fericumfpatio PN coincidens, ut BP. ad P F, feu T R ad R H, vel T G ad H S, prout termina
I tam 
66 Guidonis Gvmdi 
tam ad tangentem, que ferecoincidiccum terminata vl curvam inS) critparailclogrammucn KP ad fpatium QPQR* ut TG ad PR. Quod erat demonUranduw • 
7 Si cui videatuF audacioc procedentis dcnionftratioms proceilus, iimulque infirmior, quam utadenfumextorqueat, is dcmonftratione apagogica utatur, per me licet, imb ut huic &limilibusapplicaredifeat, foecimen hiedabo. Fingat fibi quis minorem ette» fi fieri pome, alterutram diftarum rationum, verbi gratia ratio GT ad PR minor edo ratione KP adfpatium OPQ.R, itaut illi adjicienda foret ratio alia majoris inxqualitatis, qqs fit inter c , &id, ad hoc ut huic alteri rationi squalis evadat. Ctioi itaque ratio PR ad HS (ut 
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        terminatam ad curvam) fit poftea eadem , qu* OPQR ad {parium N P , erit rurfus ratio T G ad earadem H S minor quiun,ratio K P adfpatium N P, eode defeftu rationis e ad d'% poteft autem H Sterminau ad curvameflfe ad H S , ut terminatam ad tangentem. in ratione minori , qu&a» qualibet data ratio e ad d j fi igitur rationi T G ad HS priorem addatur ratio HS prioris ad HS pafttriorcaqfictrano TG ad HS 
po
pofteriorem, hoc eft TR ad RH, vel KP ad re&augulum O P F, adhuc minor, quam fit ratio ejufdem KP adfoatium N P; quod eft impolTibile, foret enim rcftangulum O P F majus fpacio NFPO, cui infcribitur. Siverb dicatur ^contra ratio KP ad fpatium O Qjninor altera ratione TG adPR, fiet eadem demonftratio,incipiendo ex parte fpatiorum, unde concluderetur, quod HS terminata ad tangentem major foret, quAmHS terminata ad curvam, feu quod tangens curva fecaret. Nullus igitur e (Te poteft in ratiocinia noftro fcrupulus, nec de fallacia infimulari debet, fed de compendio laudari. 
8 Intere! notandum velim,pr®miflaln demonflrationem no pendere ab ulla fiveHyperboI*, live Logifticx proprietate, fed hinc dumtaxat, qubd fpatia hyperbolica proportionalia fint parallelis axi Logifticx; quxarfeftio infinitis curvis invicem comparatis communis efle poteft -, ut fi FQN fit triangulum apicem habens in Q_, & FQS trilineum parabolicum; utique axi parallel® erunt, ut interceptarum F Q., PQjjuadrata, five ut fimilia fpatia triangularia his infiftcntia; fifuperior figura fit trilineum parabolicum quadraticu, inferior erit parabolicum cubicum, & lic de aliis , tum parabolarum fpeciebus, tum curvarum generibus ; quocirca eamdem demonft rationem iis applicare potes, aut univerfalius ipfum Lemma concipere fic. In qualibet curva QJtS, cujus ordinat® P R, 
F S (iumpto F pro axe ) fint in eadem ratione cum fpatiis P OR Q^, FN RQ^ Per eafdemordinatasabfcifiis cx figura N RQ^F eidem axi applicata, erit fubrangens GT ad PR, ut redtangulum , fcu parallelbgrammum OPB ad fpatium OPQ_R; & convetlim, fi ut illud parallelogrammum ad hoc fpatium, ita fuerit PR, feu BT ad TG , jun&a G R erit tangens; nec refert cava ne, anconvexa fint fpatia, qu® comparanda funt, eadem quippe ratio femper militat, aut parbm certe immutata. Hinc aliam habes tangentium ducendi methodum , aliafque, & alias veritates per te prudens Leftor extundere poteris , fed ( quod majori in pretio habendum eft ) hinc difees Veterum, & Reccntiorum Geometrarum propofitiones Univerfaliores reddere, attendendo, num propriera
1 2 tCS, 
wr" 
Digitized by Google 
res, quas fpccialiter de quadam figura dcmonftrant ex peculiari ejus affeftionependeant, an verb ex communi pluribus Symptomate deriventur. Atque id revera cft facere Uni verfale.quod adeo deprxdicant Mctaphilici,& an per intellectum, an vero, ut barbare loqui folent, etiam a parte rei daripolTit, exquirunt. Quod quidem ipiis integre decidendum relinque mi LeCtor, atque ab ea follicitudine bonas horas aliis utilioribus lludus debitas redimere fatage, fpondeo enim,aliquot teculoruin myriadibus antequam illi conveniant, & quod tot tricarum apparatu cxpifcari contendunt in aperto ponant ( uti hactenus certi incafTum laborafTe video, necatot fxculis, vel larum unguem profccilfe, aut aliquam (altem inde utilitatem in Philofophicis, aut Theologicis rebus indefibi,aliifve excuipiiile, plus nimib expertus agnovi j Tc innumerabiles, aeque utillimas veritates geometricas in veturum per illud, quod iuperius defcripfi. Geometricum Univerfale, cjufdemq; appli • cacionem ad multiplices figurarum fpecies, quas aut Geometria miniflrat, aut tibi facili unufquifque fingere poterit. 
9 Nec interet omittendum, qui>d Spirali Geometrics rurfusquid limile contingit, quod ipli Logillicac,fubtangcns enim 
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        CB prioris radii AC efl ad quemvis arcum AF , aut A f# 
uc 
Digitized by GoogI 
The orem. Hugen. Cap.VI. 6? 
ut paralleiogrammum hyperbois infcriptum K A C ad ipatiCi correfpondens M1 A K , aut m i A K, quod, tum eadem methodo probari poteit, tum & de fe patet, quum ex didis cap. praeed. nnm. io. prima fubtangensC B iit eadem, qua: erat fubtangens Logiftic*, ex cujusconvoiutione, juxtadidacap i. num. ii. Geometrica Spiralis gignitur , ordinatis in radios commeancibus, & axis portionibus, cjufvc parallelis in arcus curvatis, ac proptercaeadem erit iplius CB ad arcum A F ratio, qus prius erat fubtangentis ad parem axis portionem, ejufveparallelam, adeoqueeadem, qusparallelogrammi prsdidi ad aftignatum hyperbolicum fpatium. 
io Exinde autem habetur, quod fpatia illa hyperbolica,auc fedores ns squales, de quibus num. 5. ineafemper ratione erunt ad correfpondentcs circulares fedores, in qua minima ordinatarum fpatii hyperbolici AK ad femifTem fubtangentis CB; etenim fiAK fupponatursequalis dids fubcangenci CB , erit ut rcdangulum K AC ad fpatium hyperbolicum K AlM [quod fumi poterit latitudinis AI infinite parvs, ut fcr& coincidatcum inferipto redangulo K A1 ] ideil ut C A ad A I, ita ipfa K A, vel ipla C B ad arcum A F, ex numero fuperiori; redangulum igitur K A 1 , feu fpatium ipfum hyperbolicum MI A K cric squale redangulo radii C A in arcum AF, hoccftduplum fecroris AC F; cumque ex didis num. 5. & alii fedores aliis fpatiis in eadem lint ratione, lingu • la I paria K AIM, K A i m, aut hyperbolici fedores K C M, K C m , dupli erunt refpondentium fedorum circularium ACF, ACr; & fi AK squalis fuerit femilfiCB, erunt dida fparia, & fedores hyperbolici ad circulares fedores in ratione squalitatis; ii quis aucem obrepfcrit fcrupulus circa hanc demonurationem, remedio numeri feptimi rite applicato amoliendus erit. 
* Nota , demonftrationem horum numerorum 9. & 10. appellare figuram 3. ‘Diagrammatis appojiti proximo num. 9. in adverfa pagina. 
11 Jam oftendcndum cft, quod paraUdogrammum Afymptotis, & Hyperbole infcriptum eft ad fpatium hyperbolicum, cujus extreme ordinate duplam proportionem ferrent, proxime ut 10 ad7. Efto ALBE quadratum bypctbolico 
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        fpatio, quod hyperbola AG, afymptotis LBF continetur, infcriptum ; & fumpta FE eqaali ipfi EB, ordinetur FG: erunt ordinate A E, FG in ratione dupla. Dico quadratam EL ad fpatium AHGFE ( adebque & quodvis parallelo»grammum hyperbole infcriptum ad fpatium ordinaris rationis duple intcrjeflum) ede proxime, ut 10 ad 7. dudla enim diametro BA, & junfla AF f que tangens erit, quoniam cxrcnfa ad alteram afymptoton bifariam fecaretur in A, prout B F bifariam fecaretur m E ) du&aque G D, & HIC N K afymptoto BF parallelis; quoniam reflangula A LB, H K B aqualia funt , & communi ablato BEC aqualia remanent ECH, KCA, erit HCadC A.velCl (obangulum E AF fcmire&um) ut KC, feu E A ad E C, & dividendo, H 1 ad CI, vclC A, ut C A ad CE; cumigiturfinr EC, C A,I II continue proportionales, erit tertialH equalis quadrato fecunde C A divifo per primam C E ; itaque fi E A dicatur equalis a, &quelibetportio AC dicatur t, erit H1 equalis JL. •, intcJligaturcrgo A E in joo. equales particulas dis'c vi
/Z Supple in Diagrammate lineam FG ipfi A Eparalle,, ** lam, claudentemfpatium byperbolicum. 
Digitized by Google 
Theorem. Huge-iu Gap. VI. •ji 
vidi» quarum AD «it ja» & i» ab A fumantur peeordinera i, 2, 3, &c. cjufmodi pacticulatom , & calculo exprimantur line* in trilineo AMG refpondentes,prout HI eocreiponskt ipli AC, invenietur W*eferies »~ »-W-»&c. 
ufque ad hsc enim eft expofitio unirerfalis exprelfio
nis fuprapolitse Ji pro diverfo valore ipflusrj ideft reftxillse, 
velat 1H, in trilineo AMG parallelae , & ad ccntefimas quaslibet iplius A E panes applicat* , erunt per ordinem JL , Jl , ± , &c. ufque ad , quod arquatur ipli M G jo 
ejufmodt particularum . Summa igitur harum omnium frafhonura dellgnabic proximum valorem, feu quantitatem trilinei AMG, relpectu Quadrati AEB, quod eft in hac fuppolitione ioooo ; porro illae fractiones ad minimos terminos redaflae, & limul additx dant circiter 700 (ut experiri unufquifque poterit, li latis otii, & patienti* habuerit ad calculi laborem ferendum ) triangulum veto ADM sequatur dimidio quadrati AD, fcilicet 50 ducto in 25 , quodeft 1150 & paralielogrammura G DE F,quadrati A E fubduplum, eft 5000 , igitur fumma ex trilineo, triangulo, & paraUdogranw no, nempefpatium hypetbolicum AGF E eft 6950, ut eat hac formula patet, 
• • • • 1 t ' « 1., 
• Trifineum AMG 700 
Triangulum ADM »250 
Parallelogrammum G D E F 5000 
Summa, fpatium GAEF 6950 
Proportio itaque fpatii A GF E ad quadratum A E B L eft eadem, qux 6950 ad 1000, feu, dividendo utrubique per 50, ut 139 ad 100 , qua eft circiter 140 ad 200 , aut iubdividendo per 20 , ut 7 ad 10 : & hoc fuerat demonllrandum. 
ia 
Digitized by Google 
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        12 JamV.Theocera. Hugenii demonftratione fic expedio. Sit A £> dupla D K, feu F B ordinatae ad Logiftica A B h; erit FD intercepta axis inter ordinatas duplae proportionis; ofiSdendum elt FO fubcangcntem , feu parametrum Logiftic* 
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        effead FD, vel BK proxime , ut 13 ad 9. Jam ex di&is tium.6. eft FO ad BK, vel DF, utparallelogrammum infcriptum hyperbolae ad congruum fpatium hyperbolicum , quod in hoc cafu ( fi intelligatur fuper A D defcriptum, & ordinatis ex A, &-K definitum) terminabitur ordinatis duplae proportionis , propter AD duplam DK; fed illud parallelogrammum ad tale fpatium hyperbolicum exprecedenti numero eftproximc, ut 10 ad 7 , ergo & OF ad DF , vel BK erit proxime in eadem ratione 10 ad*7, aut utrobique per 13 multiplicando, ut 130 ad91, quod proximum eft rationi 130 ad 90, hoc eft 13 ad 9. Ratio igitur fubrangentis ad axis portionem interceptam ordinatis duplae rationis proximd eft, ut 13 ad 9, uti Hugenius in hoc Theoremate propofuerat. 
CA
Digitized by Google 
Thcorem.Hugen. Cap.Vll. 73 
CAPUT VII. 
Sextum Theorema proponitur , & univerfalius demon- ' ftratur. Spatia Logiftica in data ratione dividere; Cavum trtlineum convexo aquale; reflangula[patiis Logi [ii cis aqualia . Item [patiis hjperbolicis. Ordinata in trilineo LogiJlica,axiparallela, convexis, & cavis hyperbola[egtnentisproportionales. Eadem aliis figuris applicare. Hyperbolum ducere , qua datam Logifticam, vel in datopunflo contingat. Maximum parallelogrammum Logiflica inferibere, & duo utrinque aqualia determinare. Data cujufvisfigura tangente maximum illi parallelogrammum inferibere, & contra. Idem circa alia maxima praflare per alias hyperbolas. Infinitarum hyperbolarum tangentes. Spiralis geometrica fpatia interfie, & cum fuis partibus comparantur. Cujufvis convolutafigura, eju/ve partium ad eircumferiptum fe florent, & ejus zonas proportio eadem, qua Conoidis ab evoluta figura, ejufve partium adcircumfcriptum cylindrum, & tubos cylindricos . Evoluta ad convolutam ratio, quibus compofita. Exempla in Spiralibus. Geometrica Spirali doQrina applicatur. 
1 DRopoto*1 'n Sexto Theoremate! Iogenius, quod ,fifuer riut tres ordinata, ve/ut in hacfigura [unt D, HG, 
“B F, & expunfio curva ad minimam pertinente ducatur afiymptoto parallela fetans duas alias ordinatas in R, & /£, ac tangens uQj!afdemfiecans iuN, &Qj fpatia trilinearia ATIK, 
K H B R 
72 - Guidonis Grandi 
12 JamV.Theorem.HugeniidemonftrationSficexpedio. Sic AD dupla DK.feuFB ordinatae ad Logiftica A B h; eric FD intercepta axis inter ordinatas duplae proportionis; oftedendum elt FO fubtangentem , feu parametrum Logiftica; 
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        eflead FD, vel BK proximS , ut 13 ad 9. Jam ex di&is tium.6. eft FO ad BK, vel DF, ut parallelogrammum inferiptum hyperbolae ad congruum fpatium hyperbolicum , quod in hoc cafu ( fi inielligatur fuper A D deferiptum, & ordinatis ex A, &-K definitum) terminabitur ordinatis dupla; proportionis , propter AD duplam DK; led illud parallelogrammum ad tale fpatium hyperbolicum cxprecedeuti numero eftproxime, ut 10 ad 7 , ergo & OF ad DF , vel BK erit proxime in eadem ratione 10 ad-7, aut utrobique per 13 multiplicando, ut 130 ad 91, quod proximum eft rationi ijoadyo, hoccdijadp. Ratio igitur fubtangentisad axis portionem interceptam ordinatis dupla; rationis proximd eft, ut 13 ad 9, uti Hugeniusin hocTheoremate propofuerat. 
CA
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73 
Theorem.Hugen. Cap. Vll. CAPUT VII. 
Sextum Theorema proponitur , & univerfia/ius demon- ' ftratur. Spatia Logiflica in data ratione dividere; Cavum trilineum convexo aquale; redangula[patiis Logiflicis aqualia . Item [patiis hyperbolicis. Ordinata in trilineo Logifiica,axi parallela, convexis, & cavis byperbola[egtnentisproportionales. Eadem aliis figuris applicare. Hyperbolam ducere , qua datam Logifticam, velin datopundo contingat. Maximum parallelogrammum Logiflica infcribere, & duo utrinque aqualia determinare. Data cujufivis figura tangente maximum illi parallelogrammum infcribere, & contra. Idem circa alia maxima praflare per alias hyperbolas. Infinitarum hyperbolarum tangentes. Spiralis geometrica fpatia inter [e , & cum fiuis partibus comparantur. Cuju/vis convoluta figura, ejufve partium ad eircumficriptum[edorem, & ejus zonas proportio eadem, qua Conoidis ab evoluta figura, ejufve partium adcircum[criptum cylindrum, & tubos cylindricos . Evoluta ad convolutam ratio, quibus compofit a. Exempla in Spiralibus. Geometrica Spirali dodrina applicatur. 
1 ORopotoit ‘n Scxto Theoremate Ilugcnius, quod ,fifue
JL rim tres ordinata, velut in bac figura fiunt D, HG, 
2 F, & expundo curva ad minimam pertinente ducatur afiymptoto parallela fetans duas alias ordinatas in R, & /(., ac tangens B (pjeafidemfictam iuN, & Oy fpatiatrilinearia ATIK, 
K H B R 
74 Guldoriis Grandi 
HBR fuut inter Je, ut partes ordinatarum inter curvam, & tangentem, tdefi, ut Q^, HN. Quod quidem fere cum fecundo Theoremate conmcidit, potcltquc ex cap. 4. num 4. dictis demonllrari, ut patebit, applicando demonftrationem 
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        lineae gh minufculislitterisexprelsa.fccanti tangentem in n, axi parallelam per B duflam in r ; patebit enim interceptas tangenti, ScLogifticse curva, ordinatis parallelas, live infra, live fuprapundlumconta&usefle, ut fpati&comprehenfa iifdem ordinatis, Logiftica curva, & axi parallela per contactum dudta, adeoque fecundum, & fextum Theorema in unum convenire. 
5 Sic igitur argui poterit. Cum fit O F ad F B , ut B K ad K Q_, erit O F in K Qjequale F B K reclangulo; fed F O in B M, feu in totam K A aequatur toti fpatio D A B F per cap. 4. num. ?. igitur F O in refiduam Q.A sequatur refiduo lpatio K AB: eodem modo oftendetur OF in R N, feu r n aquale redtangulo F B R, F B r; adeoque cdm fit HGFB, h g F B, aquale F O in B S ,. feu H R, vel h r , erit fpatium R B H, r B h, aquale FO in N H , n h ,* adcbque trilineum A K B ad H R B, feu h r B, erit, ut A Q, ad N H , feu n h , qua funt bafes re&angulorum fub communi altitudine lub
tan
TbeoremJiitgen. Cap. VII. 75
tangentis FO iUisfpatiis xqualium. Ec hoc fuerat demonftrandum • 
3 Hinc facile erit quaevis Logifticx fpatia ,five concava, fivcconvcxaperordinacasin data ratione dividere; fpecialiter autem hinc inferre juvat, qubd li ex quovis puncto H Logifticx ducatur tangenti O N paraileia occurrens curvae ultra cotadluminh (finge dudlam, licet in Schemate deficiat) erit portio Logifticx concava H R B squalis convexas hrB, propter sequalesHN, h n, iis parallelis interceptas; imo addito utrinque fpatio B H S, cum reftangulo S B r , inferes redtan
fulum H R r squale efle fpatio Logifticx, curva H h, ipfaque IS ad hr extcnfa,intercepto; indeque redtangulum GRr squale refiduo fpatio G H B h g, squale proinde & redtangulo ex O F fubtaneente in RII cum r h, feu in s S , adeoq; OF ad Gg fehabere, ut GR, feu B F ad sS; fednimihm minutisdetineor. 
4 Expendere potius juvabit , quibus fpatiis proportionales fint line* in trilineo N B H, aut n B h, parallcix, non quidem. 
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        ordinatis,fcdipfimctaxi. Inter afymptotos A D, D F ducatur per ipfdm punctum B Logifticx hyperbola r B r r R; ante omnia ollcndendumeft, tangente Logifticx OB occurrente 
K 2 fu
•j6 Cui donis Grandi 
fuprcms ordinatarum, feu afymptoro hyperbole in P, refl angulum B k P aeauari fpatio hypcrbolico kBrRA; cftenim reclangulum B k P ad k B F reciangulum hyperbolae infcriptum, urilliusbafis P k adbafimhujus k D , feu BF, hoc cftjoblimilitudincmtriangulorum, ut k B ad fubcangentem Logiftica: FO, indequccx tap.prtced num 6- ut hypcrbolicum fpatium ARrBk ad idem parallelogrammum FBk; 
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        aqualia igitur funtreft angulum Bk P, & fpatium hyperbo’1* cum ARrBk: quod fuerat demondrandum ; fed & alibi generalius idem odendemus, fcilicet cap. 1 3 nu i. 
5 Cum verbexrjp.praffJ. mm. 4. fpatium hyperbolicum k B R A ad quodvis aliud axi Logidicae parallelis refeci uni kr R A fit, ut k B ad k h, & dividendo fpatium hyperbolicum k B r k ad r R A k, ut s h ad h k; manifedum eft, fumpta communi altitndinc kP diflarura linearum in k P duriarum reffanguia proportionari fpatiis hyperboheis correfpondentibus, adcbquc reftangulum P k in kh aequari foatio k r R A , & rcdangulum cjufdcra Pk in s h aequari fpatio kBrk, &c. 
6 Parallela: igitur axi Logidicae.trilineis N B H, n B h conclude,proportionales erunt rcfpefliris trilineis hyperboheis 
rBs, 
sd by Google _ 
tBs, rBs convexis, aut concavis, prout citra, vel ultra B parallela:ducuntur; etenim demonllratione num- 3. iterum apnlicata ; cum Iit kP ad Bk, ut BM ad MQ» vel BSad SN, & Bs ad sn. Eritreflangulum kBM , vel kBS,aut ktts aequalereclangulo ex Pk in MQ., SN, velsn;fed etiam lpatmm BkAR.autBkkr xquaturcx uum preced. reftangulo cjufdem Pk in M A , aut SH , vel sh ; igitur reclangulum ex Pk in reiiduam AQ^, vel HN , aut hn squale erit trilineo hyperboiico R B M, aut r B S, &c. & ideo lines AQj NH, nh axi Logilbc* paralleli , ejufque curva , & tangente conclufx, erunt ut refpefliva hyperbolica fpatia fupra definita. Quod erat demonltrandum. 
7 Aliis figuris finulem comparationem fufeipientibus , ut ordinats unius proportionales lintfpatiisabfciflis alterius,ap
Jdicari res eadem poteft, quemadmodum, tum hic, tum alibi □cum habere poliunt oblervationcs, & corollaria limilia his, 
Jjuxnum. 3. indicavimus; fpecialia vero problemata duo ex olafigursprxmilTxinfpeftione facillime folves. Alterum Inter aiymptotos FD, D A, quarum illa lit axis, hic ordinata Logi Ili cx ABh, hyperboiamducere, qus Logifticam in aliquo punfto B tangat; vel dato in Logi II ica puncloB, hy
£erbolam nihilominus reperire, qus idemprxftet : ponatur >F squalis fubtangenti FO: ordinata FB, & DA, (iar per B hyperbola inter afymptotos FD A; hxcproculdubio Lo. gifiicamtanget; fiquidem eadem OB , tum' Logifticx , tum Hyperbolx tangens communis erit; unde conlequitur, quod, li fingatur per aliud punclum B dufla hyperbola, occurret in alio penclo eidem Logi Ili cs, fupra B quidem, fi FD major fuerit iubcangente, infra vero fi minor. Alterum eft. Logiflies maximum paralkiogrammum inferibere: ponatur D F fubtangenti squalis, & ordinetur F B : patet DF B maximum foce omnium, qus dato Logillicslpatioinlcnbi polTint, parallelogrammorum; alta iiquidemparallclogramma eidem Logilhc* fpotio inferipta minora erunt, eb quod, ut illud primum adxquent, extendenda fint ufque ad perimetrum hyperbolx per fe deferipts, qus tota ultra Logiihcam cadir, ucpoteiplam tangens ex nuper diclis ; unde pater, cuivis alteri 
pa
paraliclogrammo aliud «quale eidem Logirticae infcripttttn exhiberi poffe, duSafcilicet per punituro, ubi Logiitics occurrit, Hyperbola, qua- in alio puo&o Logifticaro Cecans dabit punQuni, adquodinferibatur parallclogrammum «quale priori, eo quod utraque fpatioafymptotis, & hyperbole iatcrjcftoinfcribantur. . • / 
8 Leviufculaquidemhec.fi per lefeconfiderentur, at ratione methodi, quam generalem ede Ledorum follercia percipiet, luo pretio non fraudabuntur; hinc enira habebimus, data ratione , quam habere debet fubcangcns ME figur* 
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        ABHG adabfeiflam A E, dari & maximum parallclogrammum EBL ipti inferiptibile, (i nimirum in eadem data ratione fiat G E ad E A, ut GE, EM fintsqualia, tangens quippe M B1 erit & tangens hyperbolae C B C per B inter aiyra
fitotos A G, G H ducte, atque adeo quodvis aliud paralleogrammum GFDK data figure inferiptum minus erit parallelogrammo GFC, atqueadebminus GEB, quod proinde maximum efle convincetur; & e contra dato maximo parallelogrammo G E B L figura: ABHG infcripto.dabitur ejus tangens, pofua EG «quali EM, quia quodvis aliud pa
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        rallelogrammum G F D cum (it minus ipfo G E B, erit & minus GFC (doctaper B intereafdemalymptotos hyperbola C B C) & ideb F D minor erir,qu4m F C, & hyperbola C B C curram D B D tanget; fed byperbolam tangit reda M B, ergo & curvam DBD propofitam. Ecquod deparallclogrammis maximis didum el), allumpra hyperbola lineari, poccd ad maximos cylindros» aliave maxima facta cx gradibus coordinatarum EB, BL transferri, ufurpatis alrcrius generis hypeibolis, quadratica, cubica, &c. in quibus fatta cx homonymis coordinararum gradibus funt «qualia, eo quod quadrata , aut cubi ordinatarum reciprocentur didantiis a centro,Ceu angulo afymptorali. 
9 Quod ii earumdem infinitarum hyperbolarum, in quibus videlicet non limplices lineae BL, CN, fed iplarum quadrata, auccubi, alnque majores gradus line in reciproca ratione diftanriarum GN, GL.carumve.graduumquorumcumque, tangentes ignorare tc dicas: ne dcfponde animo, paucis, adverte, docebo, & quidem exhacip£a,quam pre manibus habemus, methodo demondrationem eruendo ; exponens graduum, quos conliderainusin ordinatis BL, CN edo x, graduum vero, quiconlideranturindidantiis NG, GKedoj; dufla ex quolibet hyperbola? pundto B E afymptoto parallela, fiat G E ad E M, ut * ady, juncta MB tanget; quia enim ut x ady , ira G E ad E M, facium ex gradu G E, cujus exponens x, in gradum EM, cujus exponensji maximum erit omnium limilium factorum ex partibus line* GM utcumq; divita;, uti ex maximorum, minimorumque methodo facile condat; quare & fattum cxlimilibus gradibus GEB maximum erit omnium limilium factorum ex lateribus parallclograminitriangulo M1G adaliud, quam B puntlom inferipti; qu* igitur linea tangit figuram triangularem MIG in B ( ipium nempe latus M 1) tanget in eodem puncto hypcrbolam C B C ex iildem gradibus coordtnatarum condituram. 
10 Jam ad inditutumnodrum, unde paululum divertimus, propius accedentes , quemadmodum in Logidica Mugcnius propof. r. z. & hac, quam pr* manibus habemus, fexta, varia ejus tegmenta invicem comparavit; ita, ut in Logidica con
vo
voluta, nempe Spirali Geometrica, idem nos prcfteraus, argumenti timilitudo fuadec. Primum igitur , licut Logiiiicz ipatia poft quamlibet ordinatam in infinitum protenfa luat, ut ipfc ordinate ex ditiis cap. 3. ttum. 7. ita Spiralis geometrice fpariapolt quemlibet ejus radium in infinitum circa centrum per innumeras , libique fuperimpolitas circulationes conti* nuata funt inter fe, ut quadrata eoruindem radiorum; intellefloenim fpatio Spiralis AaaC in triangula innumera , ut cap. 1. ttum. 11. factum e It, diftribuco, que ex ibi dictis limilia erunr, AC 3, aCa, Scc. erunt lingula inter fe, ut homologum 
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        radiorum quadrata, que continue proportionalia funt, juxta curve hujus naturam i itaque ut unum ACa ad unum aCa, ita omnia (patio AaC inclufa ad omnia inclufa fpatio aaC (funt quippe toti dem hic, atq;ibi, utpote multitudinis utro* bique infinite) nempe, ut quadratum AC ad quadratum aC, itafpatium, quod poli AC intra diclam Spiralem convolvitur, ad fpaciuin, quodpoft aC eadem Spiraliconcluditur. 
11 Hinc dividendo habetur, fpatium ACa elle ad infinite contortum poli minorem radium C a, ut differentia quadratorum AC, aC, feu Cl ad minoris aC, vel Cl quadratum, hoc eft,dufcto arcu ai, ut armille portio FAIa adfeflorcni 
laC, 
Digitized by Googl 
laC, fiaxucap.ynum. 8. & in Tertio Theoremate Hugenii demonltrando cap• 4. mim.5. Oltendimus, in Logiltica ipatium duabus ordinatis interjectum effe ad infinite iongum poit minorem ipfarum proten(um, uti elt differentia iplarum ordinatarum ad nnnorem ex iplis; & veluti in primo Hugenii Theoremate cap. 3. demoniirato, fpatia Logilticx ordinatis conciula erant,uc extremarum ordinatarum differentiae, ita in Spirali geometrica fpatia quaelibet Aca, aca erunt inter fe, ut d fferentiae quadratorum ab extremis radiis dicta fpatia comprehendentibus, live ut circulares armilla: FA1, fai illis adicriptae. 
n Trilineis verb a IA, five ad invicem, fivecumrefiduis a A F, aut cum zonis F AI a comparandis infervict generale hoc Theorema. Si quaevis ligura L M C, axe A L in punttum 
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        G 
A contracto, iliique parallela KC in arcum CG aequabiliter curvata, rranfeat in Spiralem CEA, ordinatis H M, h m in totidem ejus ramos, feu radios A E , A e abeuntibus , & per angulum E A e divaricatis, cujus menfura lit arcus Dd aequalis intervallo ordinatarum, nempe ipfi Mra, vel Nn. Dico Spirale fpatium CEA fore ad circumfcriptum feftore CG A, uti elt conoides cx figura LHC circa axem L A ad circumfcriptum cylindrum ex parallelogramo A K circa eumdem axem revoluto. Ducto pariter quovis arcu EB,aliifque lineis coordinatis, ut in figura, trilincum BCE fore adeir
L cum
cumfcriptamzonam BCDE, uti eft annutas exHCBcirc* axem revoluto ad tubum cylindricum ex circumfcripto paral* lelogrammo HNCB circa eumdem axem, ac dividendo, trilineum B £ C ad C ED effe, ut funt annuli ex ipfis H B C« HCN circa axem revolutis ■, quodlibet etiam txilinefi B E C ad aliud beC, aut CED ad aliud Ced effe, utfuntannuli ex ipfis BHC, bhC,aut ex HCN, hC n circa ipfumaxem. 
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        G 
portiones quoque BEeb, live ad aliam beeb, five adtrilineum quodvis BCE effe,utrefpe£Hve inter fe funt annuli ex H B b h , h b b h, aut H B C circa ipfummet axem L A. Longior eftpropofitio, quam demonftratio. Arcus enim BE ad BF cft , utCDadCG, fcilicet ex cenftru&ione, ut CN ad C K, vel B H ad B1 , nempe ut cylindrica fuperficies, quae in conoidc ex linea B H, ad cylindricam fuperficiem, quae in cylindro per lineam BI circa axem revoluta producitur i &hocfcmper, five lineas majufculislitteris, five minufculis notatas inter fe compares; funt autem tum arcus BF, in fefiore concentrici, tum cylindricae omnes fuperficies ex BI, concentricae in cylindro, proportionales , quippe in eadem tatione dtllantiarura a centro A, vel axe AL; ergo ex Lemmate 19. Torricellii dedimenfione parabolae , omnes arcus concentrici in feflore ad omnes concentricos in fpatio Spirali erunt,ut funt omnes fuperficies cylindricae in cylindro ad omnes cylindricas fuperficies in conoidei unde & dividendo, 8t 
pro
proportionales partes comparando, habebitur veritas Theorematis propolin. 
ij Quandoquidem ob squalitatem arcus CG cum axe figurz L A, ducta 1'ubtenfa LG, erit triangulum L AC squale lectori CGA, atque adeo erit ad Spirale fpatium in eadem ratione , in qua cylindrus conoidi circumfcriptus ad ipfam conoidem , hinc tigura quxlibec evoluta ad convoturam rationem habebit compotitam ex ratione fui adtriagulum seque altum in eadem bati, & ex ratione circumfcripti cylindri ad conoidem ex ejus revolutione circa axem genitam. Cum Spiralis Atchimedca, ob aequabilitatem motuum, quibus componitur, habeat radios proportionales ordinatis in triangulo bali parallelis, mdeque fiat convolutione trianguli axem habmtis parem arcui ferioris circumfcripti, fit inde, fpatium fpirale trientem cfle circumfcripti feclons, quemadmodum conus ex triangulo triens cdcircumicripti cylindri ; & cum fecunda Spiralis quadratica fiat convolutione parabolse , cujus ad inferiptum triangulum ratio eft lefquitertia, cylindri vero circumfcnbentisconoideni ab ipfa genitam ratio ell dupla, idebfpirale fpatium quadraticum erit femiflis circumfcripti ferioris, habebit verb parabola, ex qua gignitur, ad fe ipfam intaleipatiumconvolutam,rationem compotitam ex lelquitertia, & dupla, ideftquam8 ad j. St lic deinceps applicationem profequere mi Lerior. 
>4 Ego ad Spiralem Geometricam revertor, inqua.urpote ex convolutione Logiflic* genita, jamfciesTrilinea,initio tium. tz. rcccnfita.eam inter fe rationem habitura, quam annuli cx correlpondfcntibns Logiftic* portionibus crilineanbus circa axem revolutis, (iveinterfe, iivecum tubis cylindricis illoscircumfcribennbuscomparatis, ubi geometric* Spiralis trilinca cum zonis circularibus ilia includentibusconferantur; quomodo autem illi annuit ex Logifticae portionibus geniti notam habent quantitatem, nonnib perfperia folidorum, qus ex Logiilica circa axem revoluta producuntur , menfura , ollendi poteft ; de qua re in nono Theoremate cum Hugenio, agendum erit, ideoque ex dicendis cap. 9. num. 10. deferius fupplendus efi. 
L i CA
Gitidonis Grandi 
CAPUT VIII. 
>4 
Septimum Theorema pridem oflenfum , ut nova demonAratione fulciatur, offenditur, /patio d qualibet curva contento quo ad totum , & quo ad partes aquale /patiunt ex /ubt angent ibus ad curva punAa applicatis , vel ad re/peAiva punAa bafis : item duAaper quodvis punAum tangentibus parallela,occurrente ordinatis , puti A a inter/eAionum ejfe incurva, qua cum priori comprehendet fpatium prima figura duplum, adeoque cum ejus bafi [ nifehanc nova curva fecet , ac congruo loco punAum acceptum fit ] fpatium primo aquale. Eadem opera dua ejufmodi curva defcribuntur. Eadem doArina converfim accepta inventioni tangentium defer vire poterit. Dimentio figura per normam , & perpendiculum defcripta ; Spatii Cycloidis, obiter ejus tangente determinata , dimenfto, variorumque fegmentorumproportio. Segmenta ejufidem quadrabilia. Cijfoidalis /patii, eju/quefigmentorum men/ura. Spatium a TraAoria , & ejus axe interceptum aquale quadranti radio fua tangentis defer ipto . Infinitarum parabolarum , hyperbolarum quoque infinitarum/pecierum, /piralium item tujufvisgeneris , etiam Geometrica dimenfio expeditur. Septimi Theorematis Ilugeniani demonflratio ex hac doArina eruitur. OAavum quoque Theorema pridem oflenfum hinc novam demonfirationem ajfumit. 
i Ad 
Digitized by Google 
j A D feptiraum Theorema gradum facimus. Illud Hugenius his verbis proponit: Spatium infinitum inter ordinatam, Logifticam, & afymptoton, qua parte ht ad invicem accedunt, duplum eft trianguli comprebenfi ordinata, tangente ad idem ordinatapundum, & fublangente. Sic m eadem figura Jpatittm infinitum pofi ordinatam B F duplum e fi trianguli B FO. Quod quidem ex diftis cap. 4. num. 6. evidenter deducitur, reftangulum enimfubtangentis, feu parametri FO in ordinatam £F, quod loco citato oftenfum eft ipatio infinito pofi 
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        B F exporre&o aequale , utique duplum eft trianguli B F O ejufdembafis, & altitudinis; fed aliam nihilominus demonArationem adjiciemus ad pleniorem fcientiam, & methodi varietatem , aliis detegendis veritatibus infervientem,uti ex his, quse fpeciminum loco fubjungemus , prudens Leftor agnoicet; Vix certe figura ulla notae haftenus deferiptionis eft, cujus dimenfio ex fonte jam aperiendo non elegantiffimd promanet: imo & infinitorum folidorum menfura hinc elici poteft, ut patebit capite fequenti nu. 7. & diftantia centri gravitatis variarum figurarum, ut cap. 11. tiu.6. conflabit, 
z Sic 
v_ 
86 Cutdoms Grandi 
x SircurvaqocvisADCcirca axem BN.&exqoibufvie curv*punctis A,a ductis ungentibus AB, ab, qusr cum 

        
        [image: Picture #105]
        

        axe conveniant in punctis B, b, necnon ordinatis AN, an, compleantur parallclogramma ANBG, an bg circa ipfas tangentes, velutdiametrosconlillentia; licque lcmpcr fiat, ut per omnium parallelogrammorum angulos exteriores, ideft perpuncta G, g, tanfeatcurvaGg: comprehendet h*c cum priori curva A a G, & latere extimi parallclogrammi A G, fpatium Ca A Gg squale figurae priiispoiitse CiAN; fumpta enim quantiimlibet parva tangentis particula AD, a d, ac per D, d ductis axi, &bafi parallelis MDH, EDF, mdh, edf eruntreCtanguIa GD, DN, gd, do, utpote complementa parallelogrammorum circa diametrum, invicem zqualia (potes &utrinque addere AD, ad, ut compares «qualia parallclogramma AH, N F, aut ah. n f; potes intuperdirectum paralleiogrammum AH, ah in dextera figura commutare inP obliquius intra eafdem parallelas eidem nihilominus tangentiimpolitum, fpatio autem C A G g melius adjacens ad evidcntiorem ciccumferiptionem ) & hoc femper in quolibet punito eveniet, ergo cum in utroque Ipatio bite indefiniti parvae latitudinis parallclogramma pollint ab iis deficere, (i inferipta fumantur, aut eadem fpatia excedere, ficircumfcripta comparentur, minori defeitu, aut exccllu quolibet dato ; conflat iplametIpatia Ca AGg, CaAN integre, &particulatim, 
ideft. 
is! by Goegle 
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        idcft tota tota, tora eorum correfpondentes partes invicem coparando.prorfus aequalia effe. lmb inde inferre potes,qubd, totam parallelogrammam N G trianguli N B A fit duplum, & complexum ex utraque figura g G AaC.&CaAN duplum folius C a A N, reliqua figura BG g C dupla erit trilinei CAB, curva C A , tangente AB , & axis portione, quam tangens intercipit,comprehenli i id quod expedita multarum figurarum dimenfioni conducere poteft. 
3 Hinc fi in qualibet figura CAN,du£tis ubilibet axi parallelis, primum A G squali fubtangenti N B extimi pun&i A, 
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        tum aro, aro , refe&is ultra ordinatam AN ipfis ro, ro tefpefiiv&zquantibuslongitudinemlubtangentis nb, nb ad fuum punctum a pertinentibus, quoufque compleatur figura 00GAN; vel etiam (quod in idem recidit) fi per N punflum regula qusdam N G converti concipiatur , fecans axi figursparallelas ar, ar productas inpunflis oo, itaut cade regula NG, five No femper parallela exi flat tangenti AB, aut ab , fintquc BAGN , baoN parallelogramma ( quomodo rurfus r o squalis erit refpeftivs nb , auferendo fcilicet ex squalibus ao , bN , squales ar , nN) Ex utraque 
in. 
inquam hacdcfcriptione colligitur, figuram ooGANequa, lem fore prius date figura: CAN, quemadmodum & partes correfpondences r AGo, na AN lemper squales cire; quid enim huc aliud eft, quam ipfas lineas AG, ag, num preccd. confideracas,direde deprimere in AG , ro , ut jam non ad 
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        curvam, fcd ad refpedivabafis A N puncta terminefitor.^Spatiumigitur Ca AGg , fervata lingularum fuarum linearum squalitate,protrulum in N ooG A, erit, ut prius, squale ipliCAN, nili malis & hic fumere infinite parvam tangentis portionem, fere cum curva A a coincidenrein, & ex proportionalitate B N , feu G A ad ra , cum N A ad A r, mferre squalitatem rcdangulorum GAr, & AN n, ac fimiliterin reliquis, u:fupr3. 
4 Vel etiam fumpta infinite parva tangentis , aut curvae portione Aa, jundilque adN radiis AN, aN, aN.olicn. detur femper parallclogrammu G A a duplum trianguli N A a, utpore eidem bali A a , inter eafdem parallelas A a , N G (aut aa, N o ) infiltentis , quare tora figura CaAGooN totius CAN dupla erit, & dividendo lpatium ooGAN' ipli CAN squale erit; ed modo quo &ifi his biiineis curva, 
& re
&re3acomprehenfis, velat a a A, auc Na A, accepto pun&o N, five in extremo bafis, fi ve alibi, aat etiam intra figuram , & per N tranfeimte re&a N o, qus tangentibus a d 
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        perpetub parallelaexifiens, fecetipfas ar.adbafim NA ordinatas, in punftis o, erit NooAaN duplatrilinei, fea bilinei ( prout integra fumitur, aut ejus pars ramis Na intercepta) Na A , propter parallelogrammum da oh ubique duplum trianguli da N; undemirQm quot figura dimenfionem accipiant. 
5 Im6 eadem opera poflentduse figura: eidem datae squales conftitui, fi nempe regula mobilis per pun&um N utrmque extendatur, ut occurrat ambis coordinatis ex eodem punfto, 
M fci
icilicet non tantum ipfi ar axi paral lel®, fed & an parallelx bafi in pungis o o ; habebitur enim eadem ratione figura C N O o, tum priori C A N, tum eidem collaterali GONA 
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        integre, & particulatim (ideftqubad totum, & qubad partes proportionales ) prorfus xqualis; ficut viceverfa, ubi figura N O, vel etiam GONA alteri adjacenci C A N integre, & particulatim modo prsefcripto squalis fuerit , ducta ab ramo NO parallela tanget curvam Aac in ai li enim ita non fit, alia igitur, quJm N O, parallela erit tangenti ab, unde aha figura, quam CNOo, fiet particulatim , & integre squalis ipfi A a C N, adeoque & ipfi prims C N O, vel G O N A i quod inferret squalitatem totius cum parte; multarum igitur curvarum tangentes hac methodo determinabis i cave tamen partium ordinem haftenus indicatum adamuflim obferves, in lubrico enim, fi quidquam immutaveris, tc fore praevideo. Placet autem compendii caufa figuras haQenus deferiptas invicem Correi at at appellare. 
6 Quoniam verb tangentium alias methodos dedimus, in negotio dumtaxat diracnfionis figurarum paullb diutius im
mo
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        Tbeorem. Hugen. Cap.VIII. 91 
morabimus, cujusexhacmethodo fpecimina bene multa obvia fune. Proponatur primo figura Noo , cujus olim hanc genefim excogitaveram ad circuli quadraturam promovenda. • Norma ex regulis CN , N A ad angulum re£tum CNA compolitis in plano verticali circa punctum N ita converratur , ut brachium N C determinatae longitudinis exiflcns, 
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        extremo luo C peripheriam quadrantis circulatis CaaA deferibae, brachium vero indefinite extenfumN A infra orizontem versusS inclinetur, fccccurque in o a iilo ao,pondere T perpendiculariter dcfccndcnte extenfo, atque extremo regulae N C , live N a alligato ; itaque angulus a N o ferupetre&userit; fed& ducta circuli tangente ab reftus eft N ab; squidillat igitur No tangenti ab ; eflquc Noo figura quadranti CoirelatajScideofpatiumcurva Noo, radio NA, &afymptoro AS interjectum sequale erit circulari quadranti C A N, ejufquc partes Nor, femifegmentis arcu C a, cjufquc linurecto, & verlocomprehenlis sequales erunt , 8c 7.ogk orro zonis arcu a a , ordinatifque ad axem N C interjectis aquabuntur, & interminata fpatia oor AS , fpatii* • ; M 2 ar
t>2 Guidonis Grandi 
arca Aa, radio AN, & lina arcas aC determinatis ; praeterea fe&oresconvexi N C a, cavis ferioribus Nao trquales erunt, & portiones,curva No, ejufque fubtcnfa No comprehenfse, trilincis arcu ac, ejufque tangente, & intercepta 
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        axis portione definitis aequabuntur , & arcus Ca ad ejus finum, five ad Nr,erit perpetub, ut fpatium NoaC ad rertangulum CNr , aut AN r , &c. Tangentem pofeis ad quoalibet pungam o ? divide bifariam No; expunflodivilionis ad punftum a junge reflam, quifecabit Nr in aliquo puncto; hinc junlta ad o tanget. Unde habetur, tangentem ab quadrantis NC A, produftam ufquc ad radium N A, fimul cum finu ar , feu linea or ordinataCorrelats Noo, & ramo No, ac tangente, quamfupra,dcterminavimusad punftumCorrelatio,ipfumradium NA , ufque ad occurfum tangentis ba protentum, fecare in harmonica proportione ; feu abfeiflam N r ad fubtangentem, qui correfpodet puncto o, & ordinati or, cfle , ut oa cum a r ad ipfam ar. Eamdem lineam ab aliispoftmodum deferipram inveni pofita N o xquali abfcifTx A S, line relatione ad circulfi. 
7 SPa
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Tkeorem.Hugen. Cap. VllL 93 
7 Spatii Cydoidalis dimenfio hinc etiam profluit ; edo enim Cyciois AaO, cum circumfcripto parallelogrammo 
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        V/ 
DN, ac perpundum N perpetub feratur refla NO,parallela exidens tangentibus Cycloidis ab, & occurrens ordinatis trilinei Cydoidalis , nempe ipfis an produdis in O. Condat figuram Correlatam, inde provenientem, Noo fore ipfummct femicirculum genitorem Cycloidis, quippe cujus cnordis No parallele fint dicis tangentes Cycloidis, ut dudumGeometris innotuit, acTorricellius indicavit .poteftq; ex generali nodra de tangentibus ex motuum compofitione determinandis dodrina eap. j- tradita fic paucis deduci. Gignitur Cyciois ex duplici motu, utroque aequabili, & aeque ve

        
        [image: Picture #119]
        

        loci, altero per bafim OD, cujus diredio in pando a eft a d, altero pet arcum femicirculi, cujus diredio cd tangens d B j 
hac 
94 Gmdoms Grandi -' 
hac igitur pofita equali linee da, feu ipfi arcui d A , junfta Ba erit tangens, utpote diameter Rhombi Uterum «qualium 
B 

        
        [image: Picture #120]
        

        ad, dB, adeoque itiquaeftdireftio motus ex duobus eque velocibus per latera ad, dB compoliti; verum quia tam angulus CdA limul cum AdB , qulm angulus CAd , fimul cum Adr rectum conftituunt, eftque Cd A aqualis C Ad, etiam Bd A ipli Adr aquabitur;dupluselt igiturBdr ipfms AdB; fed&duplus uniusex equilibus internis dBa; itaque anguli dBa, Bd A funt aquales , fed & alterui ; aquidiilac igitur tangens a B chorde circuli genicoris A d. Quoniam -igiturpreicriptafigura Noo elt iemicitculusgenitor,atqua 
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        ex ea, quam nunc illuflramus, do&rina, equalis cil integre, 5c particulatimtrilineo Oa AN, hocfublatocxparaliclogrammo NADO, quodejufdemfemicitcuii.exArchimedcisdo
ctri
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ftrinis.five uti & nos in Viviancis offendimus ad Pr.tf Cor. r. eft quadruplum, refiduum fpatium femicycloidis O a A D eri- < pium erit feraicircul i genitoris. Sed & partium cav® cycloidis,duabus tangentibus, & curva comprehenfarum dimenfio innotefeet; puta fpatium A b a femper aequale erit portioni circulari, arcu A d, ejufque chorda comprehenfi, eo qu6d fpatium A d r fpatio, videfig.i. A a i, & triangulum A d r triangulo i ba lit aequale. 
8 Sed & fpatia trilinearia, rediadfig.i. a d A a, arcu circuli d A, curva A a, & ordinata da comprehenfu, dupla femper efle convincemur fcgmentoruin cycloidis, curva A a, & lubtenfa Aa comprehenforum; fiquidcm totaparallelogram na dAba dupla funt integrorum triangulorum a Ab ; lcd fermenta cava cycloidis a Ab.limulcusn fegmentis circularibus Ad duplumefficiunt foliuscavi cycloidalis feg uenu a Ab,* igitur reliqua trilinea ad A dupla erunt refiduorum fegmentorum convexorum cycloidis A a; unde Sc zon® a d d a duplae erunt feftorum cycloidalium a A a, duabus fubtcnlis, & curva a a comprehenforum. Hinc fi ordinata a d eifet ad femilfem altitudinis cycloidis , live per centrum C circuli genitoris tranfiret, quoniam tunc trilineum A d a quadrabile foret, utpote aquale unguis, feu figurae linuum quadrantis, ad cujus arcum applicaretur , idelt aequale quadrato radii Cd ; tunc inquam fegmentum convexum cycloidis a A quadrabile pariter foret (Leibnitio etiam id demonftrantc ) nempe squale femilTi quadrati radii; qubd li ordinata adr (ic ad quartam altitudinis partem, itaut A r (it«qualisfemilfi radii AC, quia fedor circulans d AC duplus enc trianguli ad A (quippein squalibus balibus d A, da ad altitudinem C A duplam iplius Ar) & trilineum cycloidaic d Aa, ex nuper didis, duplum eft fegmenti convexi cycloidis A a, erit tota figura aACda dupla legmcnti a Ad, chorda Ad, curva A a , & ordinat® portione ad contenti; igitur dividendo,triangulum xquilatcrurn d Ac squale erit huic ipli fegmento ; quod proinde quadrabile erit; unde & quadrabile, quod additione trianguli d Ar conficitur, femifegmentum aAr, ejufque duplum in integra cycloide, squate nimirum equilatero triangulo, quod 
96 Guidoms Grandi 
genitori circulo infcribitur, uti Hugenio jam pridem innotuit; fed St cycloidalia fegmenta, quorum fubtenfe punda conjungunt, alterum a tangente verticis, alterum ab ordinata per centrum circuli, teque diftantia facilem quadraturam admittunt, five ad cafdem, uve ad diverfas partes punda jungantur, & zonsebinisejufmodifubtenlisinterjedc pariter quadrabiles inveniuntur , & fegmcnta, tum cycloidis, tum lemicirculi genitoris , abfcifla chordis, quarum extrema i verticis tangente, & A bafi eque didita fine ad eafdem partes, «qualia oftcnduntur, ubi verb ad panes contrarias, «qualia femicirculo, fimul cum redangulo diametri in finum arcus refpondentis, &c. in quibus immorari non vacat, quippe ad aha pergendum • 
9 Quod etiam demonftravit olim Hugenius, fpatiumCiffoide Dioclea ultra quadrantem continuata, ejufque afymptoto,&circuli genitoris diametro interceptum, triplum ede fe* micirculi genitoris, facillime ex nodra hac methodo deducitur, illud, ejufq;(ingulas partes, cum cycloide,& ejus portionibus comparando. Sit enim feraicyclois ACN, cujus femi
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        circulus genitor AdN, ex quo etiam genita intelligaturCiffois N o o. Junda fubtenfa qualibet No, atque ordinatis,ut in figura, patet jundam Nd efleipfi N o perpendicularem, propter dr, rN , ro continue proportionales ; «quidiftac igitur ipfa N o chordse A d, atque adeo 8c tangenti cycloidis ab; quod cum femper eveniat, fequitur totum fpatium 
in
•igitized by Google 
infinite longum oNAO toti, femicycloidi, & ejus fingulas partes Nor ipfis portionibus C a n, & orro ipfi n a a n perpetuo adaequari; junfto autem cilToidi femicircuto A d N, totum fpatium ooNddAO fcmicirculi effe quadruplum, & partes oNd quadruplas fegmenti N d, arcu Iciliccc, ac chorda his litteris defignata comprehenfi , aut fetores diametro AN, curvseportione No, junctifq; ex A ad o chordis A o interje&os , eorumdem Tegmentorum circularium N d eiTe triplos, &c. 
Si curva Aac fuerit Tra&oria , qualem cap. s- fub finem nutn. 2. defer ipfi mus, cujus nimirum tangens ab ciufdem ubique e fi: longitudinis , utique ei Correlata figura o o G erit 
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        circuli quadrans, centro N, radio NA, tjuippeNO tangenti parallela,erit ubique squalis , unde infinitum fpatium ik Tractoria, ejufque Afymptoco conclufum, auadranti circulari, radio tangentis deferipto squaledemonltrabitur,& partes proportionales Tegmentis congruis refpondebunt. 
10 Quid dc parabolarum infinitis fpeciebus addam ? Sane, refumpta figura numeri 2. bujusCapitis,confiat, fpa
N tium 
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        p8 Gtddonis Grandi 
tinni A a C g G cfle duplicatum trilioeS parabolicum AC», polito quod ipfa C AN fit parabola quadratica, ia qua fub* tangentes N B, live iis xquales A G, duplse funt abfeiflarum N C, feu A ® ; itaque parabola A C N, utpoteaqualis fpa
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        tio AaCgG, erit dupla trilinci AC», fui nimirum complementi ad parallelogrammum circumfcriptum , adeeque aqualis erit i ejufdem circumfcripti parallelogrammi ; ubi 
autem fubtangens N B abfciflx N C tripla fuerit ( uti accidit in parabola cubica, feuin curva, cujus ordinatarum N A, na cubi fuerint, ut partes axis NC.nCl vertice abfcilTx) erit,eadem ratione, figura AaCG,ade6que & ipfa parabola C A N, tripla trilinei C A »,&confequcnter*qualis 1 circumfcripti parallelogrammi; ac generaliter habebit cujufvia fpcciei parabola ad trilineum, feu complementum parallelogrammi ipfum circumfcribentis, eamdem femper rationem, quam exponens poteftatisfuarum ordinatarum ad exponentem parcitatum axis; idefl in quadratica, ut 2 ad i. in cubi* ca, ut 3 ad i. inquadratoquadratica, ut 4 ad 1. &c. In e», m qua cubi ordinatarum fuerint, uc quadrata abfcilTarum, ut 3 ad a. & in qua quadratoquadrara ordinatarum llnt, ut cubi partium axis, ut 4 ad 3, &c. quippe in hac ipfa ratione erunt iemper fubtagentes conflantes figuram A C G, parabol* squalem,ad abfcilljs conflantes dictum trilineum, ot dudum Geo? 
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        Theorem. Hugen. Cap. Vili. 99 
metris innotuit, poteftque dediifci ex generali tangentium conftfu£ltone cap. s- prsicrtim tium. 4. & fequentibus ad parabolas applicata. 
r i Eodem planb modo inanitas hyperbolas ad menfuram vocabis: Ac primo fpatium Apolloniana hyperbola, cjufquc afymptoto conclofunr infinitum effe , fic patebit : efto talis hyperbola AaC, cujus afymptoti o D , DB ; manifeftum elt, fubcangentes B N «quales efle diftautiis a centro N D; 
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        a 
< 
tmcfe fafta, juxtapr«fcriprumnum- 2. figura gG AaC,erit pcrpetub GA «qualis A ♦ , ga «qualis af, &c. & fpatium gG A aC «quale (patio C a A <» L) b ; fed &idem «quale C a A N b ; iparia igitur Ca A* Db, & CaANb fune «quaba; fed primum excedit fecundum parallelogrammo N A®D; ergo oportet utraque Infinita efle; ex finitis enim, quod alterum f uperat ipatio finito, non eft illi «quale, fed tantum in infinitis hoC locum habet; pofteacurva AaC fupponaturefie hyperbola fecundi gradus, in qua videlicet ordinatarum A , a f quadrata reciproce funt inter fe , ut partes afymptoti fD, D <►; manJfefiom eft ex didis cap. procedent, num. 9. diftantias a centro DN, duplas fore (ubtangentium 1NB; itaque cum femper inhoccafu * A fit dupla AG , fa 
N 2 du
ioo Guidoriis Grandi 
dupla a g; tora figura bD <b A aC dupla erit ipfiusgGAaQ adeoque dupla ipatii huic aequalis CaANb; & dividendo, fpatium infinitum CaANb aequaleparallelogrammo hyperbol* infcripto NA® D. In hyperbola tertii, aut quarti gradus, propter diftantias & centro triplas, & quadruplas fubtangcntium , colligetur, fpatium CaANb elle femiflem , aut 
d -X 
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        I 
c 
fnentem> parallelogrammi DA ; & generaliter elTc illud fpatium ad hoc parallclogrammorum , ut exponens diitantiarum a centro $ D ad exponentem ordinatarum \ diminutum exponcncc earumdem diftantiaruin; feu fi exponens diftantiaruni fity , ordinatarum x , uty ad x-y , fcilicec in prima hyperbola, ut i ad o. iu fecunda , ut i ad t. in tertia, ut i ad 2. &c. in ea, in qua diftantiarum quadrata efient, ut cubi ordinatarum, ut 1 ad 1. &c. 
ii Spirales vero, aut qu® harum inftargenerari concipiuntur figor*, numouid ab hujus methodi , & dodrinx legibus excludentur? imo&ipf® illius influxum in fe derivare poterunt, fed fu® naturx contemperatum; figura enim ex fubrangentibus ad relpediva punda radii applicatis, non quidem xquaiis, fed dupla femper erit Spiralis figurx libi correfpondentis, eo quod harum figurarum elementa non fini parallela, 
& 
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& parallelogrammis analoga, fcdconvergentia, & triangulis parallelogrammorum fubduplisrefpondentia. Exempli gratia in Spirali Archimedca ad quemvis radium AC , vel aC duCta ex centro perpendiculari C B , autCb squali peripheris radii CA, autrefpeCtivearcui aI, qualem radius aliumpto puncto A, vel a in fui convectione eb ufque dcfcnpfic » 
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        patet ex Archimede, imo & ex diCtis cap. 5. num. 9. junCtam B A, feu ba tangentem efle ( debes autem mi LeCtor concipere, utut Schcmma defecerit, lineam bd directe tendere in a, ibidemque Spiralem tangere, & lineam A D concurrere cum CB inB, unde ducta quadam radio parallela occurrat parallelis fubtangentis CB ductis ab extremo radii A, & a quovis tangentis puncto D, ipfis fcilicet A F,DM, in punitis G, H, uti in inmufculis litteris ipfa gb occurrit homonymis, & homologis lineis in g , h , atque demum per D, feu d punctum radio parallelam aCtum efle, uti vides, F D E, fd e) puncto igitur D, feu d affumpto, quodcontaCtui quam proximum lit , complecifque parallelogrammis DG , DC, feu dg, dc squalibus,utpotecomplementisparaJlelogram
rao
ioi Gmdomt Gtandi 
morum circa diametrum, patet junffis DC, de , ttiMilgftto C D A, C d a eflfe femiflem atque altorum, & eamdem bafirit obtinentium parallelogrammorum CAFE,Gafe; quare 8c femiffis erunt aequalium illis parallelogriraoram M A G hi, m a g h; cilmquc nae triangula excedefe podiut Spirale fpatium C A a C minori exceBu quolibet dato , conflat lplum 
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        integrum Spirale fpatiam omnium ejufmodi pnralfelogratnmorum MG, mg ad minimam latitudinem rcda&orum, Se in unam figuram confluentium { quod fit, ipfis lineis A G, a g nd rcfpetftva pundtaejufdom radii CA in eadem ^ centro diflantia applicatis, fcilicet AG in AK, ag in l‘L, exiflente CI atquali ipfi Ga , & lic ubique , quoofquc compleatur figura CLKA, que in hoc cafuerit trilincum parabolicum , eo qu£>d fubrangentes, quemadmodum & arcus, quibus equa-' tur, in duplicata radiorum rattone procedunt, ut monuimus eodemcap- s. num. 9. ) fobduplumeae ; atque adeo cum tale trilineum CKA, duplum fpiralis fpatii.conflet.ex dimenfione parabolie.efle duos trientes trianguli fub radio CA ut altiru. dmc, St AK uc bali, ideft duos trientes circuli radio C A, 
aut 
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aotcQirefpondentisfc&orisradio aC , vel C1 deGaripti, St ipfumSpirale fpatiuracircumfcribcntis, habetur, fpiralia fpana trientemcfleCircularium fe£torum eadem circumfcribcntium . Similiter aliarum fpeciertsm fpiralia fpatra per eorrefpondencta trilinea parabolica cap. s- citat, indicata metiri poteris, & cum fe&oribos eircumicriptif. comparare ; fcd 8e Spiralem Geometricam , fcu Logarithmicam Aaa invenies 
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        comprehendere.pofl; infinitos fibi fuperimpofitos cincinnos* cum radio C A fpatium fubduplum eiroumferipti trianguli ABC» figura enim CLKA ex fubcangenribus ad congrua radii punOa applicaris bic ifttriangulum degenerat, qpia Q» aqualem femper inclinationis angulum CAB, Cab.tlla®» gula reftanguw CAB, Cab limi lia evadunt , & fobtangentes CB, Cb, fcu his aequales AK , 1L in eadem radiorum AC, Cs, velCl ratione-» Unde habes confirmat ionena*»rum, quae ctp.prated.num. to. & 11, circa hujusfpatii cwnparationem attulimus. • . u 
15 Hanc igitur tot exemplis illuftrem do6r inaro ad propolarum applicaatts/eptimum I lugenii Theorema liederoon
Ara
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ftrabimus. Subtangentes Logiftics AaaC fint NB , nb, nb, queadrefpeflivapundta A,r,r applicatae AN referantur in AG , ro,ro ; ell igitur figura NAGoO squalis fpatio poft ordinatam AN, afymptoto, & curve interjcflo, juxta hanc doftrinam; verum & idem fpatium NAG convincitur efle reftangulum fubtangcntis N B in ordinatam 
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        N A, ebqubd exdi&is cap. 5. fubtangentis longitudo N B, n b, live jam A G , r o, (it femper eadem ; itaque fpatium infinitum , quod poft quamvis Logiftics ordinatam exporrigitur, squaieeft reflanguUyfub eadem ordinata, & fubcangertte-, atque adeo ell duplum trianguli ejofdem bafis , & altitudinis, quod ordinata, tangente , & fubtangente comprehenditur, uti Ciariftimus Auctor in hoc Theoremate nobis demonftrandum propofuit. 
14 Sed & fequens Theorema 0flavum , videlicet , quod fpatium duabus ordinatis interjedum aquale ejl redangulofubtangentis in differentiam earumdem ordinatarum,uti inJequenti figura fpatium <^ADF B aquatur re&angulo fubtangentis FO in /(. A , quod quidem cap. 4. num- 4. fatis oftenfum eft , 
-Digitized.by Gooflle 
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atque ex iis , qus alias diximus, facile oftcndi poteft, ex hac ipfa do&rina iterum ex abundanti demondrari poted, quippe in figura paragraphi antecedentis, nedum totum fpanum infinitum C AN B toti redangulo NAGO probatur sequale , fed & ejus pars quseltbet N A a n parti 
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        correfpondenti AroG, ex fubtangentibus curve A a ad jpfam Ar applicatis genite, qu« ed retiangulum fubtangentis in differentiam ordinatarum ; nec juvat amplius hic immorari . 
Ad folida tranfeamus
Cuidam $ Grandi 
lotf 
CAPUT IX 
Prima Noni Theorematis demon fi ratio. Hinc fotida omnia ex infinitis Logjfiica /patiis ejfe ofienduntur , ut quadrata radiorum bafis, & portiones, ut differentia quadratorum a radiis extremis. Alia Logi fica in duplicata ordinatarum prioris ratione fpatium comprehendit prioris fubduplum, item Jitbt angent em fubduplam habet: generaliter quacumque fuerit Logiftica, ejus fpatium , & fubtangens tam /ubmultiplex erit prioris , quam fubmultiplicata ordinatarum ratio . Idem nonum Theorema fecundo dcmonBratur. In Correlatisfguris /olidum ab exteriori duplum /emper efl /olidi, quod ab interiori circa aXem revoluta deferibitur, & partes partium refpondentium. Hinc tertia ejufdtmTbeorematis demonflratio. Dimenfto folidi ex figura quadranti corr elata , cjufve partibus tum concavis, tum convexis , item /olidorum extrilineo cycloidis, ipfave Jemicycloide circa tangentem verticis revoluta, ejufque partium. Solidorum quoque ex /patio Cijfoidis concavo, aut convexo, tum circa afymptoton, tum circa ei parallelam ex vertice . Conoidum ex infinitis parabolis ad circumfcriptos cylindros, vel conos, item/olidorum ab infinitis hyperbatis ratio ad infcriptas cylindros nota. 
i IN hoc nono Theoremate ita pronunciat Hugenius: Soli1 dum, inquit, produdum ab infinito/patio poft aliquam ordinatam in convtrfivne circa afymptoton efifefquialterum Coni„ 
cu
Iheoretn. Hugen. Cap. IX. 107 
cujus altitudo sequetur/ui tangenti. & ia fis ftmidiameter aqualis Jit ordivata: i ta /olidum produflum ab infinito/patio BFOI in converfione eirea F0, /ejquialterum eft Conigeniti ex triangulo ‘B FO circa eamdem BO revoluto. Hujus prima demonftratio fic inftitui poteft. IncelJigancur huicfoliaocircumfcripti innumeri cylindri FM, QuR, PS, &c. xqualis ubique altitudinis FQ^, QP.PT, &c. indefinite exigux, itaut horum 
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        cylindrorum congeries pro ipfo rotundo folido fumi queat, & tangentis OB portiuncula primo cylindro FM intercepta fere cum ipfa curva BN coincidat, leu ad ipfam obtineat rationem minorem qualibet inxqualitaris majoris ratione aflignabili (hoc enim ex vulgatis methodis fieri poteft ) defignetur etiam OH xqualis fubtangenti OF. 
i Jamlic: Hxc feries cylindrorum, qui inter fe funt, ut bafium FB, QJ>J, PV continue proportionalium quadrata, cft quxdam Geometrica progrdfio foltdorum proportionaliu in infinitum continuata -, igitur ex dcmonftrationibus, live Cavallerii, fiveTorricellii, (IvcGregoriiiS.Vincentio, omniu terminorum aggregatum ( ideft rotundum folidum, de quo loquimur ) ecit ad primu terminu ( fcilicct ad cylindrum M F) 
O a uc 
ut ipfe primas terminus ad primam differentiam» hoc eft, ut quadratum FB ad ejufdem differentiam a quadrato Q^N, vel ut quadratum FO ad reftangulum HQ.F, quo differt ipfum quadratum F O ab O Q„ex vi conffrudionis, & hypothefis prxmiilie. Cum ergo ratio foiidi rotundi ad inferiptum conum,cx triangulo B O F genitum,componatur ex ratione talis, foiidi ad primum cylindrum F M , St cx ratione ejufdem 
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        cylindri F M ad conum FB O, quarum prima, ex di&is* eft «adem, qux OF quadrati ad reftangulum H <XF , fecunda vero eadem eff, qux QF ad trientem altitudinis O F propofiticoni, autrcchmguK HQ.F ad HQJn trientem OF, ideo erit folidum rotundum Logifticx ad pradidum conum ut quadratum OF adrcdangulum H QJn triente O F, nempe in compofita ratione ex O F ad Qjl ( qua eft ratio fubdupla , propterea quod H Q^difFerat ab H F differentia Q_F indefinite parva, & re ad minimos cylindros redada, penitus evanefeente) & OF ad trientem fui, qua eft ratio tripla; ex his autem compofita ratio eftfefquialtera, ut patet innis numeris 3,6, 2, itaque folidum exLogiftica circa axem F O rtevoluta fefquialrerum eft Coni cx inferipto ,, & per tam - gen
Digitized by Google 
gentem determinato triangulo FBO . Quod erat demonltrandum. 
• 3 Hin$ «uMonegotiOdeducitur,rotundum folidum a fpatio polt A B infinito, ad folidum rotundum a fpatio item innuito poltaiiam ordinatam CV ad invicem ede, ut quadrata 
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        BA, C V, quippe & horum folidorum fubfefquialter*magnitudines, nempe infcripti coni.ob eamdem altitudine fubtangentis.funt ad invicem,ut quadrata radiorum balis; necnort folida ex portionibus A V C B, B A E> Q^effe ad invicem ut differentias quadratorum AB, CV, & AB , QD, Cive, ut armillas circulares ab V E , & D K circa BQjevolutis defcriptas, vel hsc folida ad invicem effe, ut relpondentia fpatia geometrici fpiralis, per hujus Logiftics convolutionem, axe BC in pun&um contrado, provenientia ;qus omnia eti5 argumentis cap. 3. adduffis in demonftratione primi Theorematis,confirmari potuiffent, inteUe&is nimiruinioco paralklogrammorum Bz, xz, 6cc. totidem cylindris, cadcrooue ptorlus demonfiratione applicata. , j 
4 Nobis aliam hujus veritatis demon Arationem medirantibus illud oilendendum occurrit , qu6d (i intra Logifticanv BCA defcribacur ad eamdem afymptoton , eamdemque1 
or
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        ordinatam FB aliaLogiftica BNM, cajas ordinate fint.oe quadrata prioris Logifticae, faciendo nimirum ubique, ut F B 
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        ad D C , ita D C ad D N , & ut F B ad E A , ita E A ad EM, &c. Spatium 4 Logiftica FBNM comprehenfum fubduplum eritfpatii a Logiftica F B C A comprehenfi; fumpta enim quavis ordinata DNC, ac polita EF dupla FD, ordinetur EM A; eft igitur in priori Logiftica FB ad DC, ut DC ad E A; fed etiam ex conftru&ionc i» DC ad DN ordinatam poucriorisLogiftics; squales funt igitur DN , & E A; & hoc fcmper •, ordinantur autem E A in fpatin F B C A ad altitudinem EF femper duplam altitudinis F D interce
?ts ab squali ordinata DN in fpatio FBNM ; igitur ex ropolit. t. noftrs Appendicis ad Demonftr. Vivian. Probi, erit fpatium F B C A d uplum ipfius FBNM. e. d. 
S Colliges fpatium FBNM squale efie triangulo F B O per tangentem prioris Logiftics BO determinato, iiquidem & hujus duplum eft,ex Theoremate feptimo Hugeniano, idem fpatium FBCA; necnon evidens eft , fubtangentcm Logifticepofterioris FBNM foro fcmiticm ipfius OF , quippe ejus rectangulum in F B squale foret fpatio F B N M , uti & prxdifto triangulo „• imo generaliter , quam fubmHitiplicata fuerit ratio ipfarum D N, D C, rationis D N, F B, tam fubmulciplsx fore fpatium a Logiftica BNM comprehenfum 
DigitizeCLby Ckl£)gl 
fpatii comprehcnfi ab ipfa BCA , & tam fubmultiplices pariter fore iubtangences hujus, fubtangentium illius. 
6 Ut altera igitur propolin Theorematis demonftratio compleatur, triangulo OFB ad verticem O inferiptum efto trilineum parabolicum O R P B F , cujus ad verticem tangens QFt Boamfettumeft,Conum cx OBF circa FO proportionaliteranalogum clfetrilineo OPBF, quippe, ut circuli, vel quadrata radiorum BF, ND, ita linei BF, DP; quemadmodum & 1'patium FBNM fupra deferiptum proportionaliter analogu eft folido rotundo ex Logiftica F B C A circa FO, cb quod circuli, vel quadrata radiorum FB,DC fint ut line® FB, DN; ita erit igitur folidum ex FBCA ad Conum cx FBO, quemadmodum fpacium FBNM , ideft cx practd. num. triangulum FBO , ad trilineum FBPO; nempe in ratione fefquialtera. Q. e. d. 
7 Duas alias adhuc diverfas ejufdem Theorematis demonfl rationes afferre polle m , fed ne longior fim, & alteri longe utiliori locum aperiam, hac dumtaxat contentus ero , quam tertio loco fubjungam, atque ut Lcdores patienter attendant enixius rogabo. Semen foecundiilimum cft, unde illa pullulat, quippe ill», quodprae. cap. tiu.z. levimus, acqiunde tot frudus 
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        abunde collegimus, agnatum penitos, atque congeneum efle repenes. Sint igitur eidem Correlat® figurr, quas loco citato deitnplimus, gGAaC,&NAaCj utraque autem circa 
caaxem NB convertatur; ajofolidum afpatioprimo, & exteriori produdum duplum elfe folidi a fecundo , & interiori fpatio geniti; facta enim eadem, uc prius, conftruclione, cum parallelogrammum N F aequale fit ip(i MG , utroque circa NB revoluto, cylindrus ex primo erit ad tubum cylindricum genitum ex fecundo, ut dimidia N A ( quae eft diftancia centri 
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        ‘gravitatis ipfius N F ab axe motus) ad mediam arithmeticam infer MN, & AN ( qu® eft dirtanna centri gravitatis MG ab eodem axe) hrc autem media ariihmefca in parallelogrammis infinite exigui latitudinis, atque adeo in ipfilniec folidis, in qus tandem definunt tubi illi cylindrici, punctis M, A, coincidentibus ,&omni latitudine MA penitus evanefeente, eft ipliffima linea N A; itaque, cum idem ratiocinium valeat in omnibus aliis cylindris ex n f, & tubis cylindricis ex mg intaliconverlionefpatiorum genitis, entfemper unufquifquc cylindrus folidi ex interiori figura ad quemlibet tubum folidi ex figura exteriori, uc dimidia N A ad totam NA, ut dimidia na ad totam na, femper nimirum in ratione fubdupla; folidum igitur ex interiori figura C a A N eft femidis folidi ex figura exteriori gGAaC. Quod erat demonlt fandum. 
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8 DirefVeautemdeprcflis, autevcdtis lineis Ungulis AG, ag, ut jam non ad ipfam curvam AaC, fed adbafim N A jpfarum excrema perungant , quemadmodum cap. pracedenti mm. j. monuimus non variari 'figura quantitatem, fed earndem elle figuram NooGA hinc provenientem , ac quz 
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        priOs erat gG AaC , ita pariter confiat, idem folidum ex ipla ooGAN circa NB revoluta proventurum,quodpribs ex gG AaC , propterfervatam camdcm linearum AG, & Or tum longitudinem, tum difiantiam ab axe motus, adeb
3ue eafdem cylindricasfuperficies hzc folidacomponentes} uplum eft igitur folidum ex figura ooG AN , folidi ex Ca AN { facfa circa N B utriufq; rotatione ) defcripti; imb & partes partium refpondentium, videlicet folidum, quod ex portione Nro, duplum folidi ex Can ( acceptis or , & na homologis , fciiicet in idem a puncVuni convenientibus ) & quod ex orAG, duplum ejus, quod ab AanN , ob eamdem rationem. 
P 9 Ter
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9 Tertia igitur propofiti Theorematis Hageniani demonllraciolicexpedietur. Efio Logiftica AaC. Conflat ex di&is cap.praced num. 13. ei Correlatam figura in cife parallelogrammum N A G O , quod fi circa axem Logifticae rotetur 
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        cylindrum producet triplum coni ab inferipro triagulo N A B cjuldem balis, & paris altitudinis; cbm igitur ex ea, quam hic adduximus, doflrina folidum exLogiflica circaaxem fit fubduplum prafati cylindri ex parallelogrammo N AG, eritfoIidum Logiflic® ad conum illum inlcriptum in ratione com> politaex iubdupla, inter ipfum, & cylindrum intercedente, & cx tripla inter cylindrum, ac dictum conum reperta; Ratio autem cx his compotita (ut ad finem nsm. 2. indicavimus ) elt fclquialtera; quare, &c. 
1 o Sed &. hinc pariter conflat dimenfio portionum ejufdem folidi, putd ejus, qua: a parte na/vN circa n N rotata generatur , quippe qua demonftretur fe miliis tubi cylindrici cx ctirrcfpondente parallelogrammo Aro circa eumdem axem converto geniti, idcll aqualis cylindro, bafi diderent ia circulorum AN, Nr, altitudine verofemificfubtangentis; indequefubcracto cylindro abinferiptoparallelogrammo nar, refiduu aquale ent annulo cx Jpatio trilinean ar A circa axem 
rc
revolato, quod proinde notam rationem habebit, fivcad aliu annulum ar A, live ad tubum cylindricum ex parallelogrammo, quod libi circumfcriberetur; Si hoc cap. j-num. 14. delidcrabaturad fpotia quaedam trilmearia Spiralis Geometricae, tum ad invicem, tum ad circumfcriptas armillarum circularia portiones comparanda , ut ex ibi didis condat- Calculum ineat qui volet . Nobis colligendi funt frudus ex dodrina ttum.j. & 8. indicata uberrime manantes, imo verius Ledo • ribus indicandi, ne voluptatem illos per fe decerpendi eifdern invidide videamur. 
11 In primis igitur in figura quadranti Correlata, cap.prae, tiuw. 6. deferipta, pater, nedum iutegrum fpatium SANoO circa N C revolutum, producerefulidum«quale fphenc radio N A deicriptac, quippe duplum hemifpherii exconverfione quadrantis C A N ; ted &. tjuarum Ipherae portionum 
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        duplx- lint portiones ejuldcm folidi a partibus concavis Nor delcripti, ac confequenter cui folido aequales conoides a convexis etiam portionibus, curva No, & axe C N producto interceptis, ordinataque ex o ipli rN parallela terminatis, & circa eumdemaxemconverlis, &tam facile eiic, live ali
P : quod 
quodcvhujufmodi conoidibus, fiveex folidis3 fpatio cocavo defcriptis in data ratione dividcrc,qua facile efl in 1'phcr® portionibus,& rcliduis cylidroru illas circufcribcnciu ide praftare. 
12 Cycloidc O a A N circa tangentem verticis A N re voluta, patet folidum inde proveniens etlc fubduplumanmiliex 
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        fcraicirculo N o O circa eamdem tangentem converfo: unde Scredduumcyliritlri illifolido circumfcripti, idefl folidum, quod ex femicycloideconvexa Oa AD circa tangentem ver* ticis converfadelcribitur,not®dimenfioniserit, imo & ejus partium menfura innotefeet: quse jam pridem inter Geometras magna follicitudinequacfita fuiflevideo. Idem in Giffoide proflandum, cujus quidem ex nota jproprietate linearum 
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        Ar,rd,rN,ro proportionalium, obviaeftdimenfiofoli
di 
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        di ejusconverfione circa alymproton AOdefcripti, quippe uti rcftangula Aro, drN aequalia indeoftenduntur, adeo • que 5c cylmdric® luperficics ab iis defcriptae, ita integrum illud Cilioidale folidum, integro annulo ex lemicirculo genitore circa tangentem in N revoluto, & partes partibus correfpondentibus aquari manifeftum eft; ex noftra vero doflrina manifefta etiam evadit dimenfio-folidi ex eodem cavo cifloidali fpatio ooNAO circa Nn revoluto , ejufqucpartium, per comparationem ad fufumCycloidale ex CAN, ejufquc partes imo & innotefeet dimenfio Conoidum ex fpatiis convexis, curvaNoo, & axe nN produfto , ac ordinata ex o ipli rN parallela terminatis, quippe reliduacylindrorum ex redtangulis N r o produflorum. Solidum ex Tradtoria fubduplfi pariter invenies hemifpherii ex quadrate fibi correlato,&c. 
xj In paraboliscujufvisgeneris Ca A, Conoides ex figura C A N circa axem C N habebit femper ad circumfcriptum cylindrum ex C 9 N A rationem notam ; nota quippe cft ratio axis N C ad fubtangentem N B , unde 
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        & ratio cylindri ex C • N A ad cylindrum ex B G A N, qua- eadem cft ; cylindrus autem B G A N componitur ex folido ex CgGAN ( quod femper eft triplumConoidis ex CAN , quippe folidum ex Ca AGg hujus femper cft duplum ) & ex conoide ex CgGB , cujus ratio ad ip. 
fum 
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        fum CAN eadem fempereft, qua: CB adCN, cb ad cn, juxta Propolic- i. Append. nollrse Vivian. Probi, adeoque e(i ad illum in quadratica , uc i ad i. in cubica , ut 2 adi. in quadratoquadratica , ut 3 ad 1, & c. in ea , in qua cubi ordinatarum funt, ut quadrata ex fagirtis , ut 1 ad 2 , & univerfaliter li ordinatarum exponens fit x , partium vero axisy , ut x minus y ad y ; itaque fe.mpcr cylindrus ex B G A N erit ad conoidem ex parabola CAN circa axem revoluta , ut 3 y -t-x - y id y i lciliccc in quadratica , ut 4 ad 1. in cubica, ut 5 ad 1. in (equenti, ut 6 ad 1, &c. in ca, in qua cubi ordinatarum rcfpondent quadratis faginarum , ut 7 ad 2. in qua vero quadratoquadrata rcfpondent cubis, ut 10 ad 3, &c. Vel lic etiam calculus inlhtuipotell; 
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        quoniam cylindrus ex BG AN triplus ell coni ex triangulo B AN ; folidum item ex CgGAN triplum Conoidis CAN ; reliqua etiam conois ex CgGB rri^la erit 1'olidi cx trilineo C A B ; cft vero, ex diclis.Conois CAN ad Conoidem CgGB convertendo, ut_y ad x-y, ergocx «quo 
Conois C A N ad folidum ex trilineo C A B eft,-ut y ad zi 
I . c * 
five, ut $y ad x-y, & componendo., ac p^r convcrlionem rationis , conus BAN ad conoidem ex inferipta parabola, ut 2y -+ x ad 37; nempe in quadratica , ut 4 ad 3 , in cubi
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        Theorem. Hugen. Cap.lX. 119 
bica, ut j ad 3, in quadratoquadratica, ut 6 ad 3 , in ea, in qua cubi comparantur quadratis, ut 7 ad 6, &c. 
14 Non difficilior infinitarum hyperbolarum tractatio erit. Sit quaevis hyperbolaC a A inter afymptocos BD4>; & huic corrclata figura gG, cujus ordinatae AG, ag aequalesfubtangcnubus N S, nb. Quoniam ex didis cap. 7. num.9- cft 
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        c 
DN ad N B , feu ♦ \ ad AG perpetuo , ut exponens ordinatarum A o ad exponentem dmantiarum $ D , videlicet , ut x ady ; etiam folidum ex fpatio CaA $ i) circa DB ad folidum ex gG AaC circa eumdemaxem , ( quippe quorum cylindricae fuperficies 4 lineis ® A, AG, & fa, ag eamdera perpetuo rationem obfervant ) ut x ad y, unde idem antecedens folidum, adiohdumcxCa AN , quodeft juxta noftram doctrinam, folidi confequcntisfubduplum,erit 
ut x ad 1. y-, vel ut i x ad y, & dividendo, cylindrus ex in 
feripto parallelogrammo o A N D ad folidum ex fpatio infinite longo CaAN erit, ut ix-y ad y, fcilicet in prima hyperbola , ut 1 ad 1 ( uti jam Torriceilius oftendit J in fecunda , feu quadratica , ut 3 ad 1, in tertia, fencubica , ut 5 ad 1, in quarta , fcu quadratoquadratica, ut 7 
ad i; & fic femper , fumpto antecedente juxta imparium numerorum progreilionem ; quod ii cubi ordinatarum ad didant larum quadrata comparentur , ratio invenietur, ut 4 ad 1 , feif 2 ad i i ii quadratoquadrara illarum ad illarum cubos, ut 5 ad &C- Alia exempla, aliaequeipeculationes non deerpiu, ii Leftoris ioduihia hifce veihgus iniiilcnsin feraciifimos Geometriae campos fc conferet. 
-*g20» «23» 422*«W?0* 14&Q» 4839H4229* 
CAPUT X. 
Decimum Theorema proponitur, ac prima demonftra* tione (labilitur . Infinita feries terminorum proportionalium aquatur maximo duBo in exponentem rationis , ac divifo per eum dem exponentem imitare minutum . Ex hoc demonBrau /i modo , tum ita , tum infinita feries aquales o&enduntur fumma , * el differentia duarum poteflatum, per fummam , vel differentiam radicum divifa , &c. Solidum forandum , de quo in hoc Theoremate, per infinitae Jt riei calculum admenfuram redigitur. Subtangentes Logi ftica in ordinata accepta funt , ut reBangula Logi Bic a inferipta. Solidum ex quovis Logi ftica fpatio circa ordinatam revoluto ad inferiptum cylindrum efl, ut congruum trilimum ad inferiptum frianguIum. Hac ratio nota effit ofienditur . Angulis quoque latis per hac fpatia progenitis demonfiratio appii cabi lis efje indicatur. 
. ., •. 1 ' • . i. : 
De
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7beor em. Hugen. Cap.X. 
i T'\Ecimum Au&oris noftri Theorema inventu,fateor, I 3 difficillimum mihi fuit, duas tamen, alpirante Geometri* Praefidc, ejus dcmonftrationes , eo, quod fcquitur , medio tandem extundere potui: Solidum, inquit, producum ab eodem infinito/patio in converftone circa ordinatam T> F , poft quam exporrigitur, fextuplum ejl Coni geniti ex triangulo BtO intonverfmecircaB F. Fiat enim angulus EFH lemiredus, 
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        & ordinat* ND,ME in Logiflica extendantur ad lineam FII in G , H . Concipiatur modo folidum cx triangulo HFE, ( ad partes HE indefinite protenfo (imul cum Logiflica ) in fpacium Logiflics F B M E , quod conflabitur cx totidem redangulis GDN, HEM, &c. Aut etiam, ut in Vivianeis indicavimus ad Schol. propof. 6. pag. j1. Spatium Logiflicum FBNM ita eredum, ut perpendiculare fiat plano HFE, per quod motu libi femper parallelo fluere intelligatur, ut partes ipfius Logiflics lineam FH praetergredientes deincepsevanefeant, itaut, cum Logiflicaattigerit pundum G, ejus portio FDN B defecerit, folaqueremanicric refidua port DN versus E M in infinitum protenfa, ubi vero attigerit pundum II, defecerit pars EFBM, folaquerc
Q_ . fi
i2i Guidonis Grandi 
/Idua fuerit qus pofi EM in infinitum extenditor, &c. Jam confiat ex prima genefi, hoc foiiduni fore ad rotundam ex Logifticacirca ordinatam BF revoluta, ut radius cujufpjam circuli ad ejus circumferentiam; quae enim line® DN , EM in folidofupradeferiptoducerentur in GD , HE.squalesipfis D F, E F , in rotundo folido circa F B ducerentur in pe» ripherias ab cifdem radiis DF, EF, deferiptas in rotatione earumdemordinatarum DN, EM, Rurfus ex fecunda ger neli ejufdem prius deferipti liolidi, patet illud fore squale 
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        prifmati altitudine fubtangentis OF, bafiverb integro Logiftics fpatio FBNM, ideft, per di&a cap. 8. in denionfira* tionc Theorematis feptimi, bafi ipfo re&angulo O F B. Ratio eft, quia folidum illud, juxta fecundam genefim confide» ratum,habet pro balifpatium FBM, & adpundlum G, five ad altitudinem G D habet fcQionem bafi parallelam fpatium infinitumpofi DN extenfum , fient & ad altitudinem EH fpatium infinitum extenfum pofi EM , &c. quemadmodum & prifma.bafi fpatio FBNM, altitudineO F, fecari poflet in re&angulum, O F B squale ipfi F B M, & ad diftantiam F D ( squalem DG ) fecaretur in rectangulum ex OF in DN squale fpatio infinito pofi DN, necnonSc ad diftantiam E F 
( squa
Digitized by Google 
(aequalem EH) inre&angulum ex OF in EM aequale fpatio po(i EM infinitd protenfo, &c. 
z Ratio igitur folidi rotundi cx (patio FBME circa FB forati ad conum ex triangulo OBP, utpote compofita ex ratione dich folidi rotundi ad prifmaaltitudine OF , bali /patio FBM, velreClangulo OFB , & ex ratione hujus iplius prifmatisad diclum conum , componetur ex ratione circumterentia: radii O F ad radium O F, (vel, aflumpta communi altitudine O C, dicas cx ratione cylindricx fuper heiei deferipese ab OC adrcclangulum FOG) & ex ratione dicti prifmatis ad deiignatum conum ( fcilicct cxcompolita rurfus ex ratione reclanguli FOC ad triangulum FOB, &cx OF altitudine pnlnutis ad circumferentiam ex triente OF, qux eft dillantia centri giavitatis trianguli ejuidem ab axe motus, juxta cclcbernu am regulam Guldinianam, leu dicas ex ratione trianguli ejufdcm OFB ad triangulum ex triente circumferentiae ab OF delcriptc in ipfam OF, vel OC ) hte autem rationes componunt rationem fcxtuplam •, cylindrica fiquidem luperhciesab OC inconver/ione circa F B deferipta (quxell primus terminus) cum tripla iit cylindricx fuperficiei ejuidem altitudinis m trientem dumtaxat penpherisc ex OF, fivempcripheriamtrientis OF, fextupla erit trianguli ex tali triente circumferentiae inOC, vel FB (quode/l ultimus terminus ) utpote fubdupli cylindricx iuper/iciei ejufdem altitudinis ,& baiis. Solidum igitur rotundum exLogiflicx fpatio FBM circa F B revoluto, fc-xtuplum cil Coni ex OFB triangulo lnlcripro circa camdem ordinatam totato. Quod erat demonftrandum. 
j Alia tjufdem Theorematis dcmonflratio afluifiptum hoc r jam inter Geometras pervulga' am, prxfupponir, quiid fcilicct quxlibet infinita feries terminorum continue proportionalium xqualiS| eft maximo termino duclo in exponentem rationis , & divifo per etfmdem exponentem unitate minutum ; Bc verbigram communis ratio infinitorum terminorum illa , quam habet a ad i ; litque maximus terminus m-r erant igitur termini lfh per ordinem 
d.1 m, 
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        124 'Guidonts Grandi 
m , vt , m , m c . . \ 
m, — — — — , &c. m infinitum: dico omnes timui 
a a<i ef 
sequari ; multiplicentur enim finguli ex propotitis terminis per a — i : fiet ma — w, -+m _ m, m — m , -a
0 a aa 
m _ m , & c. ubi confiat, omnes terminos poft ma fe muaa a* • 
tuo elidere, qui enim prius negantur , iidem immediati pofi affirmantur ; atque adeo omnes aequantur foli priori produdo m a »• igitur c contra dividendo per a_ 1 , fient m h- m, -+ m ~+ m -+ »»,&c, in infinitum aequales ma. 
~a aa a' a* a-i 
quod enim multiplicatio conficit, hoc ipfum divifio retexit. Vel fic: In propofitis terminis proportionalibus, ut una differentia ad unum terminum ( puta uc a—, 1 ad a ) ita omnes finiul differentia ( ideft ipfe maximus terminus m , in quo differentis omnes includuntur) ad omnes terminos, qui proptcrea squales cfle debent ma. Q^e. d. 
a 1 
4 Priorem demonffrandi modum, qui clarior eff, atq; me judice, omnium facillimus, indicavi jam in Vivianeis ad fine pag. 150. atque expeditiffimum innumeris veritatibus dcmonffrandis Ledor inveniet , fi in illo femet tantifper exercere non dedignetur. Exempli caufa in feriebus finitis, deprehendet diffetentiamquarumlibet homogcncarum poteftatum, divifam per differentiam radicum carumdem, squari aggregato tot terminoru continue proportionaliu,uno gradu depreffiorfi, quot fuerim unitates in earum poteftatum exponente ; puti 
aa — bb _ , 
ZZ & •+ 0 
&c. 
a — b a*—bl_ a—b a* —Ir* a—b 
ZZ aa -+ab ~hbb ZZ a} -*-aab -+ abb A* 
«ul
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Theoretn.Hugen. Cap, X. 125* 
multiplicando enim per a — b terminos prime aequationis, fit aa _ ab ab— bb e= aa — bb, obreliquo» terminos ferautub elidentes ; item multiplicando terminos zquationis fecundz, habetur a* — baa -+ baa — abb -+abb — b* — a* — b*' ob eamdem rationem; (1 militer in aliis idem eveniet. Differentiam autem quarulibet homogenearum poteftatum gradus a numero pari denominati, vel fummam gradus denominati ab impari numero, divifam per fummam radicum, aequalem deprehendes aggregato limilium terminorum, utlupra, fed alternatis affirmationis, St negationis lignis: verbi gratia 
&c. 
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a — b 
aa — ab -i- bb 
a* — aab -+■ abb— b* 
a* _ <»* b -+ aabb — ab* b* 
Nam multiplicando terminos per denominatorem a -+b fit in prima aquatione aa-t-ba — ba — bb “ ax — b1 ,in fecunda squatione fit a* -+baa —aab — abb-t-bba 4.^34* -*-b* caeteris fe elidentibus ; in tertia, & quarta, aliifque infinitis idem proveniet. 
5 In feriebus autem infinitis: proponatur lumma quarumvis poti flatum divifa per differentiam-radicum; dico aquari tot terminis uno gradu depreffioribus , & continue proportionalibus , quotus eft poteftatum gradus, cum dupla lerie infinitarum fraftionum fimiliter proportionalium , 
pu
puta aa-*-f<b , ibb a 4» 2^ &e. 
— —7- a -+-° -*• *“ ~~ *-—* 
0 00 a* ’ 
Hos quippe moFtipficando per a — b, habes 
aa ~.ba-+babbibb-b*ib* — zb* -f.ib*$ic ' 
0 a' aa aa 
ubvretrahis iis, qui fe elidunt, remanet aa~ybb Suuiiitec a ZZ 00 *+ ab -*• bb •+ rb* -*• tb* -+ -b* Sic. 
d wmm mmm — 
<1 04 4* 
hos enim multiplicando per 4_ A fiec a* — baa ~+ b a a — abb -+■ abb —. b* -+• 2 i* — 2 i4 -4- 2^* 8cc. 
0 ,0 
obi, remotis contradi&oriioppofitis, habetur 0* -+£* &c. Idem fcr£ contingit , ubi potcltaiuin paris gradus lumina, vel imparis gradus differentia dividitur per himmam radicum i mii quod ligna tunc lunt alternanda, ut 
00 _+. bb ibb _ ib* -j. ib* 8cc. in infinitum. 
— 0 _£ -+• — — — 
4 04 a* 
a-+b a'~b* a-+b a* -+*♦ a-+b 
ib? -+. — ib* &c. 
~04_0£-t-M_ — ■ — *
0 - 00 4* 
20* _ 2^ &C. 
-.aab-*-abb ~b* -+ — — 
4 00 
Sic etiam 
04 
bb bt 
———-azzb-+— 5: — 
0 00 
— &c. 0* 
0* 
——rzzaaztab-t.bbzi — -4- — :+ 
*** a 00 
Scc. 
Non 
Non diffimili ratiocinio dtmonlitarc foleo extrafcfionem radicis Neutoniano modo per feries infinitas- Puta ^aa-+ xx ( qua; ell cxprellio generalis ordinatarum ad retium hyperbole latus, exillenccn femitranfverfo, & x didantia a centro ) vel Vma — xx (quae exprimit ordinatam quadrantis circuli, cujus radius a, dillantia ordinat* a centro x) licenitn feries ordinari folet 
a -+xx—, x* 3x* — jj*s ;£ 105 &c. 
2 a 8 a> 48 a* 384 a1 3840U9 
ubi lignum -± valet -+ in hyperboia, in circulo, numeri aurem, qui poft tertium terminum afficiunt numeratores, funt per ordinem 3. 3*5 . 3x5x7. &c, qui verb afficiunc denominatores, incipiendo h fecundo termino, funt 2 . 2x4. 2x4x6. 2X4%6x8. &c. ortifpilicet,illi quidem ex mutua multiplicatione omnium imparium , hi verb ex multiplicatione mutua omnium parium numerorum per ordinem difpofitorum. 
Demon Uratur, inquam, id itaefle, quia fi illa feries ducatur infcipfatn, lingulis ejus terminis in iingulos multiplicatis, orieturnilaliud, quim aa -±xx.adeoque eft legitima radix ejufdem: nam ducatur ilia feries 
in a fiet aa -+xx— x* •£. ^x6 8cc. 
in ztxx fiet 
a a 
in —, x* fiet 
8 a> 
in 3** fiet 
2 8 aa 48 a* 
•&XX -+X* sp x* &c. 2 4 aa 16a* 
mmX* sp x6 &c 8 aa 16 a4 
;£3** &C. 
48 a* 
o &c. 
6 Ad 
48 a* 
&C. 
Summa erit 
aa -+xx o 
6 Ad propofitum noftrum redeuntes,doflrinam »«».3, adductam , alteri Theorematis decimi demondrationi lic applicabimus : efto Logiftica B VI, tangens ad B ipia BO, fubtangens O F , cujus particula infinite parva F Q_accepta , 
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        circumfcribantur squalis latitudinis parallclogramma F Ai, QR, PS, &c. SpatiumLogifticsitaftringentia,utfolidum ab ipfacirca F B rotata producum fere coincidat cum aggregato folidorum a talibus paralielogrammis in eadem rotatio* nc defcriptorum, quorum primus cylindrus ex FM, fecundus, tertius, & alii deinceps totidem cylindrici tubi ex parallelogrammis QR, PS, &c. ii quibus certe deficere potcft illud rotundum Logiftica: folidum minori defeclu quolibet dato, & ratio, quam de illorum aggregato ad conum ex F O B comparato concludemus, eadem de ipfomet Logiltics folido dcmonftrata efle intelligetur. Subtangens igitur FO vocetur a, & FQJnfiniteparva </; OQautem pro unitate 1 defignetur, ipfa FB per b denominata; cum lirigitur (obindefinitam ipfius F parvitatem, & pundium N curva cum tangente OB coincidcns) FO ad OQ^, lcilicet a ad 1 ,uc 
Digitized by GoogI 
BF feu b ad QN, h*c exprimenda erit per5c rcliqux 
a 
linea PV, TI, &c. in quibus eadem proportio (excurva natura) continuatur, eo quod paribus intervallis iint diflita, 
erunt per ordinem--’ ’ Scc. in infinitum ; altitudines igitur prcdidlorum folidorum conflabunt hanc geometricam feriem b Scc. bafes autem eorum
a aa a3 a4 
dem in ratione quadrati primi radii F Q_, & mox differentia: quadrati F P ab F Q^, & quadrati F T ab F P, &c. nempe, ut dd, 3 dd, $ dd, 7 dd, co qui»d differentia: quadratorum 4 lateribus arithmetice proportionalibus fint, ut impares numeri; hac igitur ferie per illam multiplicata prodibit 
fenfes ipforu per ordinem folidorum ddb, 
quam quidem refolvere potes in has numero infinitas, preli» 
B 
	ddb^ddb^. 
	ddb 
	t 
31 
t 
	ddb. 
	&C, 
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	a3 
	a4 
	

	2 ddb 
	2 ddb 
	_+zddb^. 
	2 dbb, 
	Scc. 
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	2 dbb, 
	Scc. 
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	a4 
	

	
	
	i ddb 
	2 ddb, 
	Scc
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	a4 
	


1 ddb, &c. 
a4 
quaru fumma ddb ^ddb sddb i ddb yddb, Scc. eade.ut 
conflat,qus prius. 'd3' 
R 
7 Sunt 
7 Sunt vero prsefcriptse feries terminorum proportionalium, quorum exponens commune <7; (i igitur maximi earfi termini ducantur in«, &produftu dividaturpet a— 1 (quod luc juxta conftru&ionem cft quantitas d infiniti parva) habebuntur termini iis infinitis icriebus squales : puta feries A sequatur <#0; feries B sequatur a db •, feries C sequatur 2 db 
V 
feries D sequatur idb , & fic deinceps; feries igitur illorum 
aa 
folidorum sequabitur progreffionibus duabus dia db db . db 
db 
a 
db 
quippe haram fumma terminis nuper ^ coiledissequatuc 
aa 
db 
aa 
db. Si c. ~a* 
db, &c. 
7«T 
,idb ^.1 db .ldb . 
1 db, Sic. 
a aa a1 
prima autem harum ferierum ( fada eadem multiplicatione) squaliseft baa\ fecunda verbaequalisba (live,ut sequi muhie utrobique appareant dimenliones, addita hinc unitate, dicas bai ) eft verb unitas QO>fig- i-feq., fere c: O F, ideft a, quippe a qua deficit differentia FQJnfiniti parva , igitur pro bai accipi poterit iterum baa ; atque adeo feries didorum folidorum, feu ipfum rotundum folidumLogifticae, de quo loquimur in hoc Theoremate , optimi exprimetur per 2 baa; Contis autem ex triangulo B O F, ut pote aequalis trienti cylindri circomfcripti [ pro circulo accepto radii quadrato , ut in folidorom ferie fadum eft, quod in idem recidir, ob proportionalitatem fervatam ] exprimendus erit per i baa \ 
folidum igitur Logiftics ad inferiptum Conum erit, uc 2 baa adi baa, live ut 1 ad i , vel ut 6 ad i. Q. e. d. „ 
8 Nili hicdemonftrandi modus pleni fatisfecerit, prima oftenfiofte contentus , fecunda: faltem Conatum lauda , ac mecum progredere ad dimetiendas ejufdem fotidi portiones, a partibus videlicet pet binas ordinatas referis , & circa 
ma
Digitize 
i by Google 
\ 
majorem ipfarum revolatis progenitas ; idque diverfa rurfus i procedentibus methodo: edo.fig-i. ,L ogiftica BNM, cujos ad pun&a N, M tangentesN C, MG occurrant afymptoto quidem F G in punitis C, G , ordinate vero B F in 
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        punSis K, I, & coordinentur ND, N A, ME, MH ; di. co AK ad HI ( fubtangentes fcilicet in ordinata , non in afymptoto acceptas) «fle ad in vice, ut funt rccfangula AND, HME; ratio enim A K ad ^11 componitur ex A K ad A N [ feu D N ad fubtangentem D C, vel E G ] A N ad M H, & MH ad A1 ( ideft fubtangentis E G ad EM ) ergo & componitor ex DN ad EM, &AN adMH; ex his autem conflatur ratio re&anguli AND ad H ME; itaque conflat propofitum. Brevius fic: ob proportionales lineas GE , EM, MH, HI, eftreftangulum exGE, afymptotifubtangente, in HI, fubtangentem ordinate, squale infcriptorecfcingulo EMH; fimiliter CD in AK aquabitur DN A ; ergo , ut reftangula fubtagentium afymptoti in fubtangentes ordinate ( hoc efl ipfs fubtangentes in ordinata, cum que in afymptoto lint squales) ita erunt rcftangula Logifliceinfcripta. 
R 2 p Con
132 Guidonis Grandi 
p Concipiamus jam Logifticam efle AaC, cujus ordinata AN, afymptotos Nb , tangens ad quodvis pun&um a ipfa a B, conveniens cum ordinata inB; ac mota regula No per pundom N , ita ut perpetuo parallela exiftat tangenti. 
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        occurrat vero ordinatae produdae an adpunda oO, perficiatur figura N o O ad communem axem N b pofita , qux ex didis cap.8. uum. 4. & 5. erit ipfiLogifiicsCorrelata, ejufque fpatia oNn refpedive lemper aequalia fpaciis aAr:linguis autem lineae on aequales erunt fubcangentibus rB, in ordinata acceptis; fed hae proportionantur redangulis nar, inferiptis Logifticae fpatio, vel etiam fuperficiebus cylindricis 
fiec illorum converlionem circa N A deferiptis; erunt igitur ineac ordinatae in figura ONn, ipfi o n parallelae , ut concentricae fuperficics cylindricae in (olido rotundo ex na AN, circa AN revoluto, produdae a lingulis ordinatis na per eadem puncta n tranieuntibus; igitur omnes lines figurae o n N ad totidem aequales extremae o n [ live ipfa figura o n N, aut trilineum a A r illi aequale ad redangulum N n o , vel a r B ] erunt, ut omnes cylindricae fuperficies m dido folido, ex portione n a N tevoluta genito, ad totidem aequales extremae a linea 
Digitized by 
Theorem.Hugen. Cap.X. 133 
nea n a generat® (ideft ut ipfummet folidum rotundum ad folidum , quod gineretur ab hyperbola per a afymptotis nNA infer ipta, & circa N A revoluta, quippe in illo om* nes cylindrice fuperficies concentrice squales forent ei, que ab na deferibitur, propter lingula inferipra parallelogramma ipfi nar squalia) &. lumendo confequcntium lemilfes, erit trilineum ar A ad inferiprum triangulum arB , ut folidum rotundum ex na AN circa AN, ad inferiptum cylindrum ex parallelogrammo narN revoluto productum. 
10 Nota autem efi ratio trilinei ad inlcnptum triangulum , quippe aflbmpta figura cap 7. num. 1. adhibita, confiat, trilineum BKA squari reftangulo fubtangentis OF in Q.A, triangulum verd B K Qjequacur rettangulo ex B K in 
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        femiflera KQ,; proptereJ ratio trilinei ad triangulum componetur cx O F ad B K ( vel D K ad KQJ & ex QA. ad lemillem KQ.( vel dupla Q_A ad K Qjdeft erir, ut duplum rcCtangulum ex DK In QA ad quadratum K Qj, nota igitur iimilitcr erit ratio folidi rotundi ex fpatio Logiftics duabus ordinatis intercepto, & circa majorem revoluro 
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        s 
i«4 Guidonis Grandi 
ad cylindrum infctiptum, ab infcripto fcil icet parallelograramo in eadem converfione progenitum, eadem femper, qua: prefati reQanguli ad ditium quadratum. Tubos verb , fca anouips ex ejufmodi fpatiis circa ordinatam 4 majori remo
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        tiorem revolutis, puti ex GHBF circa A D rdtato , progenitos, eadem aflumpta fuperioris numeri figura, eoaemque argumento facile ad mcnfuram vocabis, iimilia veftigia premendo. 
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Theorem. Httgen. Cap.XI. 
CAPUT XI. 
Trofofitio y & demon (Irati o Undecimi Theorematis circa diflantiam centri gravitatis Logiftica ab ordina■ ta. Solida infinitorum Logtftica /patiorum circa ordinatas funt, ut eadem ordinata . Centrum gravitatis quomodo diftet ab alterutra ordinatarum in [patiis determinatis Logiftica. Solida ex his f'patiis circa quamvis ordinatam revolutis. Datum /olidum in data ratione dividere, &c. Propofitio , ac prima demon ffratioTheorematis XI1. circa diflantiam centri gravitatis Logiftica ah axe. In Corr elatis figuris diftantia centri gravitatis interioris fubdupla efl fimi lis di flanti a exterioris. Talis diftantia in figura Cor re lata quadrantis circuli eft [e[qui terti a ha fis quadrat icis . Centrum gravitatis trilinei Cyc/oidis diflat a verticis tangente per femijfem radii. Di flantia centri gravitatis femicycloidis , & ejus trilinei a ha fi, & vertice ; necnon [olida ab iis defer ipt a. Ciftoidalis [patti centrum gravitatis, in quaabafympto/o di flantia; ejus [olida, atque hinc ratio fuficy. cloidalis ad cylindrum . Figura , qua Logiftica ad axem corr elata eft, diftantia centri gravitatis ab ordinata . Similis diftantia in harum , & generaliter omnium Corr elatarum figurarum complexo. Secunda demonftratio Duodecimi Theor ematis, & e xt en fio ad inventionem centri, inquibufvis Logiftica portionibus , ad[olida, px iis circa quamvis lineant rotandis determinanda,utilem. Jam 
13« 
IAm ad centra gravitatis, tum fpatii fuperficialis Logi (lies, tum (olidorum iplius determinanda procedit Hugenius; ait enim Theoremate Undecimo : Ex bac /olidorum men/ura /equitur, qubd centrum gravitatis infiniti/patii pofi unam ot dinatarum diftat ab bac ordinata longitudine Jubtangentis; quod fic breviter demonllratur : rotunda folida rationem habent compofitam ex rationibus figurarum genitricum, & didant iarum centri gravitatis earumuem ab axe motus, ex pervulgata jam regula Guldini, cui nefcio an prsluferit Pappus adhnera (nae praefationis inlib. 7, malbem. colled. Solidum igitur ex Logdlica B C A circa B F ad conum ex inferipto triagulp O B F 
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        circa eamdem revoluto e(l in compofita ratione ex (patio Logiftics F B G A ad triangulum O B F ( qus per Theorema 7. cap. 8. dcmonflratum efl ratio dupla) & ex diflantia centri gravitatis fpatii Logiflici ab ipfa F B ad diiiantiam centri gravitatis trianguli, qus, ut notum eft, squarctur trienti iplius O F; fed hsc eadem (olida ex diftis cap- prreced. funt ad invicem in ratione fcxtupla, ideft in compofita ex dupla, & tripla; oportet ergo diflantiam centri gravitatis fpatii Logiflici ab jpfa F B elle triplam diflancis centri gravitatis trianguli 
Digitized by Goo^Ie 
ab eadem FB; ergo oportet talem diftantiam efle ipfammet liibtangentero OF, cujus triens diftantiam centri gravitatis trianguli, ut diximus, determinat. Patet ergo propolitum. 
2 Hinc habetur.cujufvis infiniti fpatii Logiftics B A V Q» vel C V F Q^, diftantiam centri gravitatis ab extrema ordinata eamdem lemper efle, quippe «qualem communi fubtangenti: unde efficitur, (olida ex primo fpatio circa B A, & ex 
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        fecundo circa C V, efle ad invicem, ut ipfamet fpatia, ex quibus gignuntur, ob «qualem utrinque centri gravitatis diftantiam , ieu efle ad invicem, ut ipf« ordinat® B A, C V talibus fpatiis proportionales, cx di£tis tap.i. num-T- id quod vel exinde paret, qubd talium folidorum inbfexcupla, nempe coni ab inferiptis triangulis AOB, CVQ., ob circulos «qualium radiorum BO, C Q_funt, ut altitudines BA, CV, circa quas convertuntur. 
3 Hinc etiam patet, determinato quovis fpatio B A V C duabus ordinatis interjecto, affignari polle diftantiam ejus centri gravitatis ab alterutra ordinatarum . Ducatur enim tangens AO, itaque inO eft centrum «quilibrii totiusfpa
S tit 
Digilized by Google 
tii B A VQ^compofiti cx propofito B A VC, & ex reliquo C V F ; fed reliqui C V F Q. habetur centrum gravitatis, dufta tangente QV,in ordinata expunflo Q^., diflans videlicet ab «quilibrii centro O per QO «qualem altitudini 
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        C B propofiti fpatii (ut patet, «qualibus fubtangentibus C Q. B O.communem fubtrahendo, vel addendo quantitatem C O) (i igitur liat, ut fpatium B A V C ad reliquum C V F Q^nempe ex Theoremate Tertio, quod cap• 4 num. j. & cap. 3. ntt.8. dcmonllravimus, ut differentia ordinatarum A B, CVadipfam C V , ita Q.O, vd BC, ad OE , erit in ED centrum gravitatis propoliti ipatii CV AB, diflans ab AB per EB, & a CV per EC; conflat ergo propolitum. 
4 Dabuntur itaque folida ex quavis Logiflics portione A V CB, nedum converfa circa majorem ordinatarum B A, fed St circa minorem C V. quippe ad invicem in ratione E B ad EC; & annulicx variis (patiis ED VC, & CV FG,circa eamdem,vel diverfasordinatas revolutis,notam dimentionem, & proportionem habebunt, quippe m compotita eor umd em fpauorum, diiUntiarumq; ab axe fui motus ratione; 
Qui
Digitized.by. 
7beor em. Hugen. Cap. XJ. 139 
Quibus facite erit, dato folido cx dato fpatio circa axem datu revoluto, aliud ex alio item fpatio dato circa aliam quamdam ordinatam majorem, minoremverevolvendo producendum reperire, priori folido, vd$quale, vel in data adipfum ratione ; item quodvis ex talibus folidis per concentricas fuperficies in data ratione dividere, &c
5 Jam ad Duodecimum Theorema Hugenii gradum faciamus, inquoaflerit: Idem centrum gravitatis diftare abafymptotoper quadrantem ordinata; Similiter enim ratio folidi ex B C A Logiftica circa axem F 0,ad conum ex triangulo O B F circa eumdem axem, cim Iit ex Theoremate, & cap. 9, ratio 
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        fefquialtera, componetututiqoe ex dupla, Sc fubfefquitertia, ut patet in numeris 6,3,4; componitur autem & ex ratione fpatii F B C A ad triangulum F B O ( qu* efl ratio dupla) un& cum ratione diftantke centri gravitatis fpatii FBCA ad diftantiam fimilis centri trianguli F B O ab eode axe motus F O; oportet igitur, quhddiftantia centri gravitatis fpatii Logi (li. cx ab axe (It fubfefquitertia diftantiat centri gravitatis triangu. 
_Ji, nemp£ fubfefquitertia trientis ipfius F B, adeoque qubd fic equalis quadranti iplius FB, ut in hocTheorcm,proponitur, lic enim er jt ad diftantiam centri gravitatis trianguli, ut i ad ± ideft ptorfus, ut 3 ad 4. Q^e. d. 4 * 
S a 
6 Ea
6 Eadem veritas, ut fecundbdcmonftretur, imb&addiftantiam centri gravitatis partium Logiftics extendatur, uberrimum ilium fontem Correlatarum figurarum, unde bis jam hauiimus, in fta/.fcilicet 8.819. tertio iterum repetam, neque enim venam idcircb exhauriendam putes, Mi Le&or. 
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        Audi igitur. In Correlatis quibufcumq; figuris CAN, & gGAaC, aut CAN, G00N, diflantia gravitatis centri primae figurae interioris C A N ab axe N B> (cmper fubdupla cft diftantiae fimilis centri alterius figurae gGAaC, vel 
AG 
AG00N ab eodem axe; cum enim squales fint haefigurs, uti cap. 8. demon (iratum eft, folidum tamen, quod ex prima /it ex cap. 9. fubduplum folidi ex fecunda circa axem NB re* voluta, patet,hsc folida ede ad invicem , ut funt didantic centrorum gravitatis ab axe motus, adeoq; diftantiam primte ede fubduplam didantts alterius; 8c data didantia centri gravitatis alterutrius ex Correlatis figuris, didantia reliqus non ignorabitur. 
7 Colliges jam, diftantiam centri gravitatis figurs AN 00, quadranti circulari Correlatae,ab axe CN,e(Tcfefquitertiam 
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        bafisQnadratricis.eidem quadranti perCadfcriptsjcfim enim debeat d upla ede didantia centri gravitatis quadrantis C A N, 
qus aequatur 2 bafeos diftae Quadratricis, eo quod ratio copo
fita ex didantia centri gravitatis quadrantis adfemiflem radii (didantiara centri gravitatis quadrantis circumfcripti ) & ex lemide radii ad balim Quadratricis, live ex femide arcus CA ad radium, aut ipfius quadrantis C A N ad radii quadratum, debet ede ratiofefquialtera, eadem nempe, quachsmifpherii cx quadrante ad cylindrum ex radii quadrato (juxta Archimedis do&cinas brevius a nobis demondratas in Viviancis ad 
Prop. 
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        Prep. 37. Coroll. 6.) qua», ex Centro-barica,praefcriptis rationibus componitur • Nota proinde fiet diflantia centri gravitatis cjufdem figura: ANoo ab AS, & notura folidum ex ipfa circa A S deferiptum, uti & ex eadem circa C N. 
8 IntrilineoCycloidis AaON patebit,centrum gravita* tis diflare ktangente verticis AN perfemiflemradii, figura 
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        quippe huic Correlata cft.ex cap. 8. ttum.-j. femicirculus N o o, cujus centri gravitatis diflantia efl utique radius integer : confcqucntcr difrabit idem gravitatis centrum in trilineo C ycloi dis ab ejus baH OD per a diametri ON ; & folidum ex tali * tri
/ 
trilineo circa OD, triplum erit folidi ex ejufdem convertione circa NA, vel sequalc erit folido ex aggregato femicirculi, & praefati trilinei, videlicet fpatii ANoOaA ( aut ANO-4-AdD) circa N A; cumque cylindrus ex parallelogrammo O N A D, five circa O D, live circa N A, pariter idem iit,- reliduum, nempe faflum ex DAaO femicycloide circa OD, aequabitur facio extrilineo OaAddD circa N A, atque, ut ipfa Icmicyclois ad diftum trilineum, ita reciproci erit diilantia centri gravitatis ejufdem trilinei ab NA, ad diftantiam centri gravitatis feniicycloidis a bafi O D, videlicet in ratione fefquialtera, illa autem sequatur i diametri 
A D ( ut moxoflendam) ergo hac sequatur 1 ejufdem fus diametri. 
9 Quod nuper aflumpfificoftendetur: notum eff.duas fimul lineas in trilineo Cycloidali Oa AdD 1 centro seque remotas, ad, a d, aequales efle bafi O D, feu interceptae od inter periphenas femicirculorum AdD, NoO; ipfa igitur o a, accepta in trilineo AaOoN versusbafim, sequalis femper erit lines ad, fumptsversus verticem A in altero trilineo AaODd \-, itaque ipfum trilineum AaOoN haberi poterit pro eodem O a A d D inversi polito, & tanta erit centri gravitatis diilantia in hoc ab ipfa A N, quanta in illo (imilis centri diilantia ab OD Jam lic: foiidum ex folo AaOnN circa OD triplum eft ( ex fupra oftenfis) folidi ex eodem (patio circa N A ; & annulus ex femicirculo N O o circa OD (nam perinde c(l, ac circa A Nj eft ejufdem duplus; itaque foiidum exutriufque complexo AaOoN circa OD quintuplus eft folius folidi ex O a A N n circa N A, additoque & hinc annulo ex femicirculo eodem circa N A, cujus quantitas ejufdem folidi eft dupla, habebitur, qubd foiidum ex rntegro fpatio A a OoN circa O D,ad foiidum ex eodem circa N A eft, ut $ ad ;, diilantia igitur centri gravitatis talis fpatii ab OD, ad diftantiam ejufdem ab AN eft, ut j ad idcoque prima didam ia sequatur $ octantibus diametri NO, vel A D, inckq. ( ex prsinillis ) diilantia centri gravitatis trilinei O a A d D ab AN eadem erir,quain iupra determinavimus. 
io 
144 Guidonis Grandi ». 
io Cum igitur & fpatium Cifloidale, juxta difia ttp. 8. mm. 9. figura fit Cycloidi Correlata , erit diftantia centri gravitatis 1'patii Ciffoidalis A N o o infinite longi, & C N, dupla diftantia: fimilis centri cycloidis AaCN ab eadem baU 
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        CN; cumque hsc squalis fit L diametri, juxtadi£laiwm.S. 
illa squalis erit 1°, feni ejufdcm diametri, acconfequentcr 
difiabit idem gravitatis centrum abafymptoto AO perfextantem diametri NA; eritque folidum exCifloide ANoo circa AO revoluta,squale quintspartiiolidi ex eodem fpatio circa CN converto , aut Z 1'olidi ex Cycloide ACN 
circa bafim CN (qoippe hoc folidi ex Ciifoide circa eumdem axem fubduplum eft, uti jam oftendimus cap. 9.1111.11.) cft verb, ut ibidem monuimus , folidum ex Cilloide circa A O,squale annuloftri&o exfemicirculogenitore, folidum igitur ex femicirculo genitore Cycloidis circa tangentem verticis , vel bafim cycloidis revoluto, squatur 1 fufi Cy
cloidalis ex cycloide circa bafim rotata , qui proptetea fufus squabitur 5. octantibus circumfcripti cylindri cx parallelogrammo DONA fcmicirculi quadruplo, indequeproducente cylindrum quadruplum didi aunuli. 
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11 De infinitarum parabolarum , atque hyperbolarum , deque Tractoriae centro noned quod addam, Tute ipfe exerce , mi LeCtor; ego obiter adnoto, in figura NoO adeumdem axem N b Logidicae Correlata, ejus gravitatis centrum 
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        ab N A didare per duplum fubtangentis Logidics, quandoquidem centrum Logidici, fpatii, ex fuperiori Undecimo Theoremate, didat ab ordinata A N per dmplicem longitudinem fbbtangentis ; complexi ver6 ex figuris Correlatis , fcilicet fpatii C a ANoO centrum gravitatis didat ab AN per fefquialteram longitudinem iubrangentis; imb generaliter femper in figuris Correlatis , quarum partium didantia interions,‘( fcilicet ad quam pertinet tangens aB ) ed t, earum didantia complexi ex utroque fpatio ed 3 , didantia vero exterioris ( fcilicet ad quam otdinantur ipfe o n sequales .fubtangentibus alterius )cd 4;uti ed evidens exdimenfionc folidorum abijs factorum : unde expeditius demondrabis quae tium. 9. dicta funt. 
Data autem opera,tum hic, tum cab.prtteden. omifimus dcmoudrationem centri gravitatis in figuris ad modum Spi
T ra
»• 
Qmdoms Grandi 
rtlium defcriptis,, ut in ijs efcercere fc portet LeS&urn indtiffria, comparando videlicet triangula ilia, ex-quibas pobftantytum parallclogramrais figurarum Gorrelatarum, ut fa
yca fecimus itfp. 8. nuta. ia. i >1  p 
12 InLogiffica igitur AaaC , cujus Correlata figura ad ordinatam NAeft parallelogrammum AGON, ut offendimus d.ttp.B.mm. 13. cum diffantia centri graviutis ipfius 
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■OG AN duplafeffe debeat difl sintis fimiliscentri Logiftifce N AaC ab eodem axe NB; iit autem diliancia illa mparallclogrammo aequalis femifli ipfius N A , 'pacet, diffantiam 
ejufmodi in fpatio Logiftico fore z ejufdem NA, uti in hoc 
Duodecimo Theoremate abHugenio proporttum fuit ; fed & cortftat methodos comparandi diffantiis centri gravitatis variarum infuper Logifticse partium ab eodem axe i accepto quippe fpatio quolibet na an, ordinatifque aro, aro, patet , reflangulum o r r o efle figuram Corrclatam ipfi anna; datur autem diffantia centri gravitatis patalielogrammi ejufdem ab NO,fcilicet media arithmetica inter tN, r N di
llan
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        Tbeoretn. Hugctk Cap.XL 147 
ftantias laterum ab N O , itaque & ejus fubdupla dabitur , fcilicet diftantia centri gravitatis figura naan ab eodem axe , perpetub aqualis femifli medi* arithmetica inter extremas ordinatas. Id quod fuo modo obfervatur & in toto Logiftica fpatio, extrema fiquidem ordinatarum funt A & punctum , media inter hac arithmetica, femiflis N A ; hujus dimidio, nempe 2 NA aqualis prorfus e(t diftantia 
centri gravitatis integri fpatii Logiftic*. Dabitur ergo in quovis hujulmodi fpatio, five integro, five duabus ordinatis intercepto, punttum ipfum, quod gravitatis ejus centrum determinat, adebq; jam metiri licebit fohda 4 Logifti. ca fpatiis circa quamlibet lineam revolutis , ex dimenfione tum iptius Logiftica, tum diftantia ejus centri gra« vitatis a propofita ‘ linea, 
a >!v ’ ... , 
• :• i ' 
—. » V. 
- . • = .-.i ■ 
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Theorema Decimumtertium demonflratur,. £»/;»/«»/rcr gravitatis in quibufvis infiniti longis Lo^gifiica fiolidis diflantia; quomodo in eju/dem /olidi portionibus indaganda. Prima demonfiratio Decimiquarti Theorematis; ^ majorem rigorem quomodo exigenda. Solidorum ah eadem figura circa bafim, ; 
oxtnt rotata di flant ia centri gravitatis fiunt y ut difiant ia ab axi, & bafi genitricis figura. Altera ejufidem Theorematii demonflratio. Variarum Conoideo» centra hinc determinanda ; in portionibus fiolidi rotundi , aut cylindricis Logi flica truncis , aut figura Logiffica Correlata, centra gravitatis dantur. Libra infinita,geometrici decreficentibus, & a que di flantibus ponderibus gravata, aut finita quidem ,fied per intervalla continui proportionalia arithmetice in infinitum crefcentibus quantitatibus onerata, centra aquilibrii determinari pojfiunt. Secunda demonflratio d ficrupulo vindicata. Cautio in bis adhibenda ; aliorum lapfus notati, ut devitentur. Curvis fiuperficiebus fiolidorumgeneralis demonflratio applicatur Logi flica curva centro gravitatis caret; circa axem \ rotata, flupefficiem infiniti longam , finita dimenfio? ) nis producti; in qua ad, determinatam hyperholam ,\ ratione ; hac hyperbola , cujus parabotita linea i» a fiemitranfiverfum dufla re & angulo aqualis ; curva' illa fuperficies, cujus circumferentia , fc pt\ipbe-.1 
Theoretn.Hugen. Cap. XII. 149 
r'ur parabolica rettangulo aqualis ; ut ejus portiones correfpondeant ejufdem parabola partibus. TraHoria folidum finita fuperficie gaudet, ejus curva centro pariter caret. 
•-4^ ii-' ' • V‘ ' *■ . - hyW » • 
i |)Oft centra gravitatis fpatiornm Logiftic*, progreditur MT Hugenius ad gravitatis centra in ejas folidis determinanda : Reperimus , inquit Theorem. XII. quid centrum gravitatisprimi ex didis folidis infinitis diftat a fua bafi per Jemifiem Jubtangentis. Primam quippe illud folidum exLogiflica FBCA circa axem FO revoluta, refolutum in circulos bafi parallelos , proportionaliter analogum elt alteri 
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        Logifticc BN M, ordinatarum in duplicata priorum ratione decrefeentium, qualem fupra defcriplimus cap-9. nu.4. eadem igitur erit dicantia centri gravitatis praefati folidi i circulo lusbafis, qnse dicantia centri gravitatis Logiflicae BNMi fua extrema ordinata FB; fed hec diftantia aequatur fubtan
Jenti ejufdem Logiftics BMM.per Undecimum Theorema lugenii fuperioii capite demonftratum, & haec eadem fubtangens oftenfa ell cap. 9- num. 5. squalis femiffi fubtangentisr O, pertinentis ad priorem Logifticam BCA» itaque & 
il
ijo ;. Gmdonit Grandi 7 
illius folidi rotundi centrum gravitatis diflabic ab extremo circulo fuse bafis per femiffem fubtangentis, feu Pacametri. Quod erat demonftrandum. 
2 Eadem itaque femper crk diftantia centri gravitatis 1 fua bafi infinitorum quorumvis folidorutn ab eadem Logiftica per varias ordinatas refcfta fa&orum , femper fcilicct «qualis dimidie fubtangenti ejufdem Logiftice ; Quocirca portionum etiam cujufvis er didis folidis centra gravitatis ailignari poterunt: proponatur enim verbigratia quod fit cx 
‘ •' ' . ,.. l * i i ... *'i 
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        {tortione B AV C circa BC revoluta; ita procedemus, fimii methodo, acfuperioricapitewMw-j. eftoBO femiflis fubtangentis, & confequenter O centrum gravitatis totius fa&i ab infinito fpatio B A VQ. Similiter & C QJemiffis fubtangentisejufdem, ut pundum Qjit centrum gravitatis iolidi, quod ex C V F Q,; diftat igitur hoc centrum a pundo O, per QP squalem altitudini folidi propofiti B C, propter communem additam, vel detradam CO; fiat igitur, utfoiidum ex ABCV ad infinitum ex CVFQ^, nempe ,, ut colligitur cx didis cap. 9. num. 3. ^ »0. ut dilFerentia qua» 
dra
Digitized by Google 
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dratornmAB,* C V ad quadratum CV, ita QP, velBC ad alia C E,erit £ centrum gravitati* folidi ex Ipauo B A V C circa BC revolato geniti; qoaa*qaltm aspeditiiisforteidera ohrincre licebit per inventionem diftantie -centri gravitatis ab ordinat» in congrao fpatio LogiUic®, in duplicata ordinatarum ratione decrefccntis.proportionalitcr analogo ad didlfi rotundam folidum, uti numero procedenti indicavimus. 
3 Difficilior mihi vifa fuit,, reque ipfa nonnifi segr£ fucceffit (cur enim fateri erubefcaoi, qui & in magis obviis moram 
Sati aliquando foleo ? ) Theorematis Decimiquarti demonratio, ubi VirClariffimuspronunciat, quod centrum etiam gravitatis alterius folidi diftat ab ejus infinita bafi per oflatb tem fui axis. Hoc ut demon (Irem , figuram refumo , eumdemquc calculandi modum, quo cap. 10. num. 6. ufus fum: 
m ' 
.1J 
,\r, , j ^ 
j! V \ 
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ex parallelogrammis itaque FM , QR , PS Logifiicat cireumfcriptis, intclligatur confici in convcrfione omnium circa F B, feries (olidorum, quae pro minori, ac minori latitudine fingolorum, magis, magifque accedet ad rotundum Logi(l ic* folidum, de quo jn hoc Theoremate fcrmoeft; itaque ubi F Qjnfiniti parva fupponatur , tunc cylindrus ab F M 
de
A 
152 Gaidonis Grandi 
defcripcus, & tabi cylindrici ex reliquis Q.R, PS, &c. ptorfas coincident cum tali LogiAics folido, quodque de iis dcmonflrabimus, de hoc perinde obtinebit; porrb oftendimus loco citato (retentis iifdem fymbolis ) cylindrum F M c(Te ddb, & cubos huic confequentes per ordine eile 3ddb, sddbjx.c. 
0 M 
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        utfupra ad finempag. 119. feu (propter infiniti exiguum excefTum ipfius a, feu F O fupra aflumpram unitatem Q^O, qui exceUus penitus evanefeit, ubi folidorum feries inipfum Logillicae folidum deficit ) accepta loco ipfius a, unitate , 
3ux ad quemlibet gradum elevata non crefcit, nec terminos ividens illos immutat, erit prxdi£lafolidorum feriesatqua* lis ddb -4- 3 ddb h- j ddb 7 ddb , &c. fufpenditur autem in libra FB primus terminus ad punffum C,medium ipfius FB, & fecundus terminus ad puneiumx, ubi cadit axi parallela, duffa cx medio punffo A lines Q. N ; & tertius terminus ad y punftum , quod determinat parallela yD bifariam fccans ipfam PV ; fimiliter & quartus terminus pendet cx z per lineam zE bifecantem ipfam TI; funt enimpunflaC, x, y, z,6cc. centra gravitatis per ordinemralium folidorum; 
per 
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Iheorem. Hugen. Cap. XII. 15 3 
per purina vero C, A, D, E, & aliafimiliter bifariam fecanna lingulas Logiilics ordinatas , traoiit utique linea pariter Logirtica ED AC». ProduSa igitur OF in f, ut F f aequetur femiffi ipfius FQ^( adebquea fortiori (it infinite parva quantitas, ac penitus evancfccns ) ad parallelam ordinatam fg producantur axi aequidifiantes Ez, Dy, Ax,in e, d, a, c; poteric fimiliter fg fumi pro libra, ex qua pendeac primum lolidum per lineam Cc, fecundum per lineam A a, tertium per D d, quartum per E e , &c. &, quidem quarum partium F f, feu G c ponitur i. talium A a elt j. Dd 5. £07. &c. , juxta progreflionem arithmeticam numerorum imparium, fecundum quam ipfa folida ex iis pendentia procedunt i perinde igitur onerabitur linea fg , vel FC a talibus foiidis ex ea pendentibus, ac oneretur fg & lineis Logifties gCADE; 1'ed ab his ordinata fg fic oneratur, ut centrum aquilibrii habeat diftans ab axe FO per quadrantem ipfius f g , vel FG illi proxime squalis ( talis quippe cx Theoremate Duodecimo eft diftantia centri gravitatis Logillici lpatii, quod tales lines implent) ergo & centrum squihbrn, aut gravitatis omniunnilorum folidorum, feu integri folidi cx Logiflica circa ordinatam revoluta,difiat fimiliter ab axe per quadrantem ipfius FC,fcu octantem integrs Ffi ordinate,- quod eft propofituni. 
4 Si quis autem majorem in prsfcnti demonfiratione rigorem defideraverit , is poterit apagogico circuitu fibi penitus latisfacere , fumptis , loco linearum Cc , A a , Dd , E e, parallelogramraulis Ccg,Aac,Dda, Eed , &c. 
3u« penitus proportionalia deprehendet diflis foiidis, fiquiem eornm altitudines B F, QN, PV, &c. proportionantur caiumdcm femifiibus , & talium femilfium differentiis gC, Ca, ad.de, &c. bafes verb talium folidorum funt, ut dillerencis quadratorum cx lineis FQ^ FP , FT , &c. arithmetice crefcentiom, fcilicec ut impares numeri,veluc lines Cc, Aa.Dd.Ec, &c. Unde cum accepta fuerint tot Tolid.it qos integrum Logillicx (olidum impleant, & totidem paralldogramma, qus Logillicum illud fpatium adsquent, conflabit, tneodem punclo.tunvEogiftici illius fpatii centrum 
V «qui
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        arquilibrij, tum folidi illius centrum gravitatisreperiri, adebque ad quartam ipfius F C» vel octavam totius F B partem ab axe acceptam. Quod » &c. 
$ Sed abiit, uthicegofubiiftam; tamdiu mihimet ungues corrodam, qubufque clariorem, ( & vero generaiilfimam) rei hujus demonftracionem detur extundere ; mihi certd videtur univerfalius quidpiam hinc relucere , quam ut peculiaribus Logiftic* proprietatibus adliringi mereatur. Jam jam atlequor;an non hoc illud eft, quod in qualibet figura F B V, cujus balis F B, axis F /r^.quam rationem habet diftantia centri gravitatis figura: planae ab axe, ad (imilemdiftantia a bafi, carudem & proportionem habent ad invicem diftantise centri gravitatis (uniufcujufquea fua bali) fohdorum ex eadem circa baiim, & circa axim revoluta progenitorum? Intelligatur enim tota figura circa punflum F in fuo plano verticali converti, quoulque axis F Q^horizontaliter, fituctur in Fq, in directum politus priori bali FB, quse jamperpendiculariter peodeat in Fb ; fumpeaque axis portione F Q_ squali ipfi Fq, ordinentur Q.N , q n , quie erunt «quales; rmb exdem; & in iolido quidem ex figura circa F'B revo
lu
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luta, cogitetur perpun&um Qjranfire cylindrica fuperficies a linea QN deferipta in fui rotatione circa FB.cujus-quidero reftangulum per axem duplum erit, ut conflat, inferipti tedlanguli F QN P i in folido autem ex eadem Figura 
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        circa axem F q revoluta, concipiamus per punflum q tranfire circulum radio q n deferiptum , & bilcfla in A ipfa QJ^> ducatur A X ipli FQ. parallela; pendebie igitur in priori folido cylindrica fuperficies a Imea QN deferipta expungo X , quod efl ejus centrum gravitatis ; circulus vero radii qn pendebit ex fuo centro q ; eft autem diflaotia qF ad F X, ut ipfa cylindrica fuperficies cx QJM ad circulum cx q n ( eft enim cylindrica fuperficies qualibet ad datum circula, Mt reflangulum per axem illius, ad quadratum ex radio hujus, per prqpofuionem quintam Torriccllu de folid.fphcr. 1.1. ideft io propolito, ut duplum reeUngulum PNQ^ad quadratum nq , live u? dupla PN , vel FQ.ad ipfam QJM , vel ut limpfex qF ad FX ipfius Q>’ dimidiam) tequiponderaut igitur ex F, tum ille cuculus , tum Ivec fuperficies; &hov femper ; quare &utriufqi*} folidi ad libearo continuatam B Fq appenfi aequilibrium habebitur ex puncio F; unde diflantia centri gravitatis folidinx Fbnu circa Fq a fui bali tcanfeunte perpnndqmF, erit ad diftantiam centri gravitatis fulidi ex figur* eadem PBN V circa F B revoluta a 1'ua bafi per F traoiounte, ut reciproce hoc fecundum folU 
V a' duru 
ijtf Gmdonts Grandi 
dum eA ad illud primum; fcd quia utrumque gignitur ab eadem figura, nunc circa bafwn FB, nunc circa axem Fq, vd FQj-e voluta, h*c folida funt ad invicem, ut dirtancise centri gravitatis figurae genitricis & lineis, circa quas fit rotatio, 
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        nempe nt diflantia , quam habet centrum gravitatis planae figurae FBV aballFB, addiAantiamejufdcm abaxcQF; di(lantiae igitur centri gravitatis (olidorum ab eadem figura deferiptorum, nunc fafta circa axem, nunc circa bafirn rotatione, funt ad invicem, ut diAantise centri gravitatis figurae genitricis a bafc adcjufdcm diAamiam. ab axe. QuodeApropoficum. 
, 6 Cum igitur diAantia centri gravitatis (patii Logiflici i fiiabaii, ad diAantiam ejufdem ab axe fit, per Theoremata Undecimum , & Duodecimum fupra demonflrata in capite praecedenti, ut fubtangens LogiAicte ad quadrantem ordinati , feu ba(is , vel- (umendo terminorum femifles , ut dimidium fubtangenris ad balis o&antem , etiam diAantite centrorum gravitatis i Aiabafi infoiidis aLogiAica circa axenv & circa ordinatam revolutis, in eadem proportione erunt t 
3uare cum, ex Decimotertio Theoremate, centrum gravitatis iAet abafifolidi exLogiAica circa axem per dimidium fubtangetuis, etiam centrum gravitatisfolidi exLogiAica circa ordinatam, diAabit a fuabafi perofrantem ordinatae , ut in boc Theoremate XIV. proponitur. Q.. e. d. 
7 In
Theorem. Mugen. Cap.XU. 157 
7 IntereU hinc habes,data ratione didantiarum cenrri gravitatis cujufvis figurae, tum ab axe, tum abali ( five ab aliis duabus quibufcumque lineis ) dari & rationem didantiarum centri gravitatis & baii in folidis circa eafdem lineas revolatis, atque una idarum determinata, alteram non polle ignorari, quocirca omnium fuforum parabolicprum ex parabolis circa bafcs revolutis dabuntur centra gravitatis, quippe dantur §c centra omnium Conoidum ab iifdem circa axes rotatis produ&orum , nec ignoratur proportio , fecundbm quam gravitatis centrum didat ab axe, &bafi infinitarum quarumvis 
Sarabolarum ; Tu perteipfum, MiLeflor , doctrinam hanc is, aliifq; figuris applicare ne graveris, mihi ad finem properanti immorari diutifts non vacat, mnuiflefulFecerk. 
8 Neque difficilius erit partium utriufque ex diftis folidis centra eadem arte rimari, quum prsnulTum ratiocinium non minus in portionibus figurarum, quant in ipfis integris figuris locum habere podit, adebque & ad parces folidorum ab iis dcferiptorum transferri queat; quaeque de his rotundis (olidis 
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        determinantur, in truncis pariter cylindricis , feu faftis cx ductu fpatiiLogidic* FBNM in triangula FDG , FEH ( quippe qus illis rotundis proportionaliter analoga exidanc) 
pe
?58 Cuidoms Grandi 
perinde obtinere manifeftum eft; fcd& hinc fponte profluit diftantia centri gravitatis ab axe N b in figura N o O Logiftice 
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        ad axem Correlata, quippe analoga pariter efl folido ev Logiftica circa ordinatam, eumofienfum(it cap. io. nam.9. lineas On corrcfpondere re&angolis Nna Logillica; infcriptis, iive cylindricis fuperficiebus per idem pun&um n in prtefato foiido ctanfeuntibus. 
9 Animadvertedum etiam, ex his quatuor pofiremis Theorematibus facillime deduci,quodnam (it aequilibrii centrum in libra longitudine infinita, in qua parihus intervallis diditae magnitudines appenderentur in eadem ratione geometrica decrefcentes, veiutinhac figura fe habent A, B, C, D, E,F,&c. 
A B C D E F G 
t ' d d 1 z • , &c. 
4 fi «6 j x 64 
in infinitum, & quomqdii, fi dis magnitudines jaai decrefcc
. rent 
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rent in duplicata priorum ratione, centrum aequilibrii duple* propius accederet termino libret, unde omnium maxima penderer j H*c enim ex Undecimo, & Deciraotertio Theorematibus conitare poflunt, fiLogiftic» axem vcluti infinitam libram oriaontaiiter difpolitam accipiamus , unde Logidica fpatia proportionaliter delicientia, aequalium tamen latitudinum, pendeant, idemque fiat ih axe folidi exLogiftica circa axem rotata geniti, fumptis seque eradis ejufdem folidi portionibus, &c. Habetur item, difpolitis in libra finita magnitudinibus arithmetice in infinitum crefcentibos , quales reprsefcntanc linea Vu,Dd,Ll,Nn, &c. axi BG , Logi
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        ilicee AVDLN parallelae, & ad ordinatae partes proportionales A u, u d, d 1,1 n, &c. applicatae, fed intervallis geometrice decrefcetibus inter lingulas relidis, itaut geometrica progrefiionis terminus librae extremo refpondeat, unde infinita magnitudo fufpenditur, a dignari pofle centrum aquihbrii omniS ipfarum magnitudinum ■, & quod ii jam ditiae magnitudines ex i i idem puntlis fufpenfse crefcercnc in duplicata priorum ratione, feu procederent, ut numerorum arithmetice crefcentium 
quadrata (ut fc habent circuli in folido ex Logidica circa ori ai. 
160 Guidoms Grandi 
dinatam rotata ) centrum aequilibrii duplb propius fieret maxime, & infinite magnitudini, ultimum lioraextremum occupanti; id enim ex Duodecimo, &Decimoquarto Theoremate abunde innotefeit, & fua vel ut i fponte profluit ; Hec porrb ex iis Problematibus , aut Theorematibus funt, que, ii nude , & extra hanc materiam proponerentur , mirabilia omnibus, nonnullis quoque determinatu impoflibilia videri poffent • • ■ '■ • ■ « 
io Porro, cum Viro illufiri demonflrationem num. 5. allatam communicallcm, fcrupalum injecit, an fatis tuta edet, ab equiponderantia lingularum fuperficierum cylindricarum unius folidi, cum lingulis circulis alterius , ad ipforummct folidorum aequilibrium fafta doiu&io : moueb.it quippe hinc confequensfore, utipfanimmet planarum figurarum illo modo appenfarumxquilibrium fieret ex eodem pu.idto F, ex quo femper, videfig Jeq. PN ad nq ellet reciproce (ob asqualitatem homologarum linearum) ucdiilantia q F ad diilantiam FP; unde folidaex figuris circa axem, xqualia forent foiidis cx iifdem circa bafim revolutis, quodefi ablurdum :repolui tamen, vctuftam illam ellc, ac faepius convulfam exceptionem Cavallerianae methodo dudumoppofiram; live prorliis indivilibilia non admitteret, eo modo , quo fub geometricam conlidcrationem cadunt, fivefaltem reipueret 111 Statica: negotio , pro illis reponeret folida quam minimum crafla, ut hinc tubos cylindricos, illinc cylmdrtilos aequalis crallitiei, live inferiptos , live cireumfcripcos profatis foiidis , atque ab iis differentes minori differentia qualibet data , & tum dcmonftrationem, (utut minori compendio ) pari evidentia fucceffaram; enimvero ad libram hinc inde appolitis trquiponderantibus quantitatibus, atque bis, aliis rurfus a;qu 1 ponderantibus additis, modo totidem hinc, totidem inde fufpcndantur, & utrumque aggregatum aiquipondciare . In allato figurarum planarum exemplo condicionem non fervari, quippe line* PN avi parallel* non totidem funt, quotlincrqn parallelae bafi, liquidem illae ad balim, lix ad axem, quibus re1'pecHve applicantur, funt computandae, atque eo plures ex alterutra parte funt, quam cx altera, quanto major cfi linea , ad 
quam 
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        qudm ordinantur, & quanto majori invicem intervallo diftant; ideo cautum fuifle indemonftratione (quemadmodum & facit Torricellius de dimenf. parab- propof. 20. cujus hsc noftra imitatio efl) ut linea Fq «qualis fumeretur ipfi QF, ut circulus radii n q , qui ad illam applicatur , comparari legitime 
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        4 * .. • . . 7. t i r. ■ t w . ... 
poflet cum cylindrica fuperficie ex QN rotata, Sc ad putidum Q_, dillantiamque QJ1’ fuofolido inferta; atque utinam id obfervafTet qui folidum hyperboiicum infinitae latitudinis metiri aggrefmsefl , non enim illud ( perinde acinfilite longum Torricellii)finito cylindro xquale tam prsprop ere concluiifTet, neque exemplis aliis indivifibilium ufum in fufpicionem adducere tentallct. Si methodi certitudo ex illegitimis applicationibus (it aeftimanda, nec Veterum Inferipuones extra diferimen futuras, quippe iisabulusefl Guarinus in fuo Euclide methodico, ubi Spneroidis, &Conoidum omnium fuperticiem ad menftjram vocat, atque ubi generaliter cujufvisConoidis fuperficiem ad cylindricam circumfcriptam fe habere (latuir, ut genitrix figura ad redangulum circumferiprum: Fcrmatius quoque analyticae fuse methodi,perquam pulcherrimae, acfitnptlicifiims, applicatione ad tangentem Qoadratricis determinandam'infeliciter ufus cfl, necaioii V Vallilius conipoIitioneniotuumcjuldemQuadrat ricis .perperam confiderata, aliam quidem , f<;d «que a vericace alienam cjufdem tangentis conflrndionem adornavit., ;uti alias • \ :-.i X ‘ mo
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        i6z Guidonh Grandi 
monuimus . hem Guarinus, Sturmius, Borellins, Rinaldi• nuschca Spiralis Archimede* longitudinem halincinati 1'unr, quamquam rcmfcderaonftrajre putaverint, ut in Epill. Geometr. ad P. Gevam bitendo. Qoamquim Viris Glarifsimis.ac de Geometria optime meritis, quorum ptimus fupcrllcs adhuc hanc fcientiam novis inventis illultrar, n«lim quidpiam hoc loco detradum effe . quum, (i quid lplis fraudi fuerit, humans id vitio conditionis, cui omnes obnoxii fumus,tribuendum fit , praeclarifsimis vero operibus ita libi Nominis Immortalitatem comparaverint, ac poderos devinxerint, ut nihil his decedere pofsic, ex qub fubiimionbus meditationibus diftradi.haud fatis-attente perpendere curaverint leviora harc, qu* ad methodinottrs defenlioncm. Ledorumque,quibus prodeife cupimus cautelam adnotarecoadi fuimus, ne a magnis, ut ait ille, nomi nibusprajudiciumfieret Veritati, 
ii Opportune autem (utcjufdempropolitionis ufus amplius pateat) hic illam applicare juvat curvis fuperficiebus, quas gignit curva quselibet BNV, tum circa balimFB, tum 
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        circa axim.FQ. rotata; utique enim centra gravitatis ejuf. modi cutvarum fuperficierura a circulo fuse bafisdiftabunt ia iitdem rationibus, in quibus centrum gravitatis cutvse line® genitricis, tum abaxe, tam 4 bali dillabat; idque, fada cadcmconrtrudione, eodemque ratiocinio manifcuum eft, fumptopundoN ia curva circa baiim, & pundo n fimili, eodemque 
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demqueffeu tancumdcm ab homologis extremis didantc) in curva circa axim rotanda; utique cuin lic linea P N ad qn., ucdidantia qFaddidantiam FP» (propterxqualitatem homologarum linearum ) etiam psriphccia radio PN in cur,va fupcrixcie defcriptaper rotationem circa balira, ad peri»pheriam. radio qti defcriptatn in altera curva fuperficic ex rotatione ejufdem curvae circa axem, erit, ut dillantia hujus a termino F ad didantiam illius ab eodem termino ; arquiponderant igitur ex F didite peripherix, alixque omnes per quaevis curvx genitricis pundla in utraque illa converlionc tranfeuntes, totidemque in unafunt, quot in altera termini xquiponderantes, namdiftxperiphcrixcamdemcurvam, & ad idem prorfus pundlum dringunt, unde nonplureshinc, quam illinc computantur; quare & ipfx fu perficies curvx cx eodem pundlo F xquiponderabunt, critq, reciproce, ut una fuperficiesad alteram, live utdidantia centri gravitatis curvx a linea, circa quam hinc, & illinc convertitur, ita dillantia centri gravitatis hujus ad didantiam centri gravitatis illius, uniutcojurquc nimirum k circulo fuxbalis per F tranfcuntis. Unde mirum quot Conoidum fuperficies centrum gravitatis libi determinent . Quxcumque autem de folidis rotundis , deque rotundis fuperficiebus ex eadem figura, vel linea qualibet circa axem , & circa bafim rotata didla funt, perinde fimiliter obtinere in Ungulis folidis, aut fuperficialibus , plano per axem, vel balim tranfeunte, & ad cumdeni angulum utrinque inclinato, abfCidis ex cylindris fuper cnfdem figuras eredis, clarius ed, ac inter Geometras magis vulgatum , quam ut hic i nobis exponi indigeat, ob proportionaliratcm, tum triangulorum (imilium, quibus Ungulx fohdx fecantur, emu circulis rotundorum folidorum, tum laterum Ungularum fuperficiaJmrd ■, £um peripheriis citc«!artbus rotundarum fnperficiarum homologarum.; :tfta ifi^uamquam in ruidro ponpo6to £>t>giftiear, utique tora curra cetitro gravitatis caTexc cenfei^i od , adcoqae ad invenienda ucriulquc fuperficic i curvx , ambarum ejus Conoideon .cemra gravitatis, obfervatio nodra in hoc, &limihbus calibus inutilis manet; Ratio cft , quia fi quod habe>
X 2 rct 
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ret gravitatis centrum curva Logiflica BN M , illud certe in axe non foret , e6 quod curva fuam convexitatem illi obvertat i fed neque in ulla ab axe diftantia; quantilla enim hsc foret, circumferentia £ tali centrodeferipta;in converfione curvx circa axem , determinata: alicuius longitudinis edet, &re£tangulum exipfa in curvam infinitam Logiflica:, adeoque & fuperdeies curva, in rotatione circa axem deferipta, immenfe magnitudinis foret; cum tamen finitam elle lic dcmonflretur. Ad quamlibet ordinatam DN, aut illi parallelam F A B, applicenturipfs tangentes N C, M G; itauc 

        
        [image: Picture #199]
        

        * interponenda eJJet litteris H,& A littera s 
ductis axi parallelis N A O , MHO , fecetur AO «qualis tangenti NC, & HO «qualis tangenti MG; atque ita fem
Eer, quoufque compleatur figura A O O L F. Dico ( non in ogiftica mod6 , fcd in quavis curva, fafta fimili conflruftione ) fpatium huius figurs efTe ad curvam fuperficiem ex rotatione curvs MN circa axem DE, ut radius ad circumferentiam alicuius circuli; id quod valet etiam de partibus proportionalibus , puta fuperneie O A H O, comparata ad 
por
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portionem curvx fuperficiei a curva MN, parallelis MHO, NAO intercepta,progenitam; fumptafiquideraquadtumlibet parva tangentis particula N r , aut Mr , ac du&a parallela r s; cdm lit tota N C, idefl O A, ad N r, ut D N, vel F A, ad As (eodemquc modo GM, feu O H ad M r , ut EM , vel F H, ad H S) erit reclanguium O As squale reflanguloex DN in Nr, & OHSsqualereilangulocxEM in M r; atque ita femper; itaque Ungula fuperficialis ex cylindrico ipfi curvs NM infiilcnte, refefta plano per axem tranfcunte, &per 45. gradus ad planum bafis inclinato ( in qua confequenter eredis forent ad lingula curvs pundla redis lines ipfis ordinatis squales ) erit squalis fpatio congruenti, a curva OoL terminato , quippe cam bene coincidentrcdlangula DNr, EMr ctimportionibus talis fupcrficiei, ob tangentes infinite parvas cum curva coincidentes, qu&m coincident redlangula O As, OHS, cum fpatioipfo a curva o O terminato, ob infinite parvam lingulorum redlangulorum latitudinem; prsdidla vero Ungula ell ad curvam fuperficiem a curva circa axem rotata genitam, ut radius ad cirumferentiam circuli, quippe in Ungula ordinantur ipfs D N, £M, pundlis curvs inliftentes , in fuperficie vero rotunda ordinantur earumdem peripherix; itaque fpatium fic determinatum & curva OoL erit ad rotundam fuperficiem (olidi cx curva circa axem rotata, ut radius alicujuscirculi ad ejus circumferentiam; & quoties fpatium A OoL F finitum erit, etiam illa rotunda fnperficies pariter determinats magnitudinis efle convincetur; cft autem illud fpatium finitum, quoties AO, HO, ideflipfstangentes NC , MG in immenfum non excrefcunt, uti accidit in noflro cafu , in quo femper fiunt minores, utpotc squales potentia eidem quadrato iubtangentis, fimul cum quadrato ordinats minoris, ac minoris in infinitum; qub conflat fpatium AOLF , cujus longitudo determinata AF, latitudines autem ubique A O, H O, & csters, nedum noninfinits, fed femper minores, ufque ad ultimam FL foli fubtangenti squalem , infinitum etlo non pofle , imo efle minus reclangulo F AO iliud circumferibente. 
>3 
13 Manifeftum eft porri, curvam OoL ia hoccafu eflc hyperbolara sequiiateram,axe re£ioF A, feraittanfverfo FL* fubtangentis longitudinem squante, deferiptam, quippe ultima tangentium, evanefeente ordinatae quadraco, erit potentia, adebque&longitudine.xqualisfolilubcangenti; intellecta igitur F D eidem squali,uc integer axis tranfverlus lit D L, 
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        atque ordinatis OP, OP; quoniam differentia quadrati tangentium, live ejus aequalium H O, vel AO, ideti FP, FP, a quadrato fubtangentis F L, cll quadratum ordinats E M, aut DN, frveipfarum O P; erit femperreclangulum D P Lsquale quadrato PO, adeoque hyperbola LOo squilatcra . 
14 Ert autem hyperbolicum fpatium AOoLF squale rcftangulo ex fubtangente Logilhca: m parabolicam curvam illam , quse Logillicum perpendiculariter fecat, juxta determinationem cap. 5. tittvi. 14. propotiram , qu-rque camdent, feu squalem fufeipit ordinatam , autcifdcm axi parallelis intcriicitur; Iit enim cjulmodi parabola Ft T, cujus (em>pjrametersqualisfubtangentiLogillicst, videlicet FL, tangenti in 
pun
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        puncto t , feu ipfi curve perpendicularis tX abfeindens ex axe infra ordinatam ty iplamy X aqualem femiparametro, Icu ipli FL (juxta ibidem dicta) itaque Xt aquabitur 11 O, & ducta quavis axi parallela , erit Xt ad Xy , feu OH ad LF, ut quaevis tangentis portio, lineis infiniteproximis Hc, Sq intercepta ,ad.,6tdinate yt portionem, iildem lineis interpofitam ; reffangulom itaque ex liac ordinat* portione in H O femper squale erit reQangulo ex conflante linea F L in illam tangentis pqrtionem, oinmaque red-la fpatio hyperbolico adfcnpta aquabuntur rettangulo ex F L in curva parabolkam Ft T, ac partes partibus correfpondentibus; itaque redlangulum fub circumferentia,radio FL, feufubtengentis Logirtice defcripta,in curvam parabolicani F t T.tcquale erit curvae fuperficici rotundi foltdi ex Logiflica N M circa axem voluta progeniti, partes etiam correfpondentibus partibus aquabuntur, & talis curva fupetfictei portiones,planis quibufeumque DN, EM intercepte, erunt ut partes parabolics curve tT, inter axi parallelas ab iildem curva pun Ais ductas conclular. . 
15 Affine huic cfl, quod in (olido cx TraAoria circa axem revoluta nuper detexi, nempe applicatis tangentibus ad lingula ordinare punfta, que,utpote aquales, cSnabunt lupcrficiem parallclogrammam A OPF.fubtangencis longitudine, & ordinata contenta, erit infiniti illius folidi fu perficies aqualis fuperficici cylindrice ex F A O P circa axem revoluto, quippe que pariter ad parallelogrammum OF fit, ut circumferentia ad radium ; quapropter etiam curva Trafloria gravitatis centro carere dicenda erit , licut Logiflica , &. alie quavis interminata linee, finitam fupcrficiem fui rotatione deferibentes, . .. , 'T, ' vv ? • 
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c a p u t , xiii. :; ; ;i 
Theorema Decimumquintum in quinque partes divifum altis demonflratum * Figurarum ad cumdem axem compofitarum, fi portiones unius proportionentur or-, (linatis alterius , quomodo tangentes determinanda i Alia demonf ratio prima, & tertia partis hujus Theorematis. Hyperbolicum fpatium aquale re61 angulo ordinata in alteram Logiflica fubtangentem. Tan-. gens Expanfa Ungula cylindrica determinata. Gene* ralis conflruflio tangentium pro omnibnS ungulis et id cx cylindro non circulari abfcijfis. Solidi ex Logiflica infinite longi fvperficiem, finitam effit rurfus demonflratur . Hyperbola ungula Logiflica correlata; ut parallelogrammum Logifiico trtlineo circumfcriptum ad ip/tnn trilincum, ita cylindricus Logiflicul ad fuum truncum , ita & Hyperbolicus cylindricus •i ad truncum fuum. Rotundum folidum ex hyperbola '1 ad rotundum ex Logiflicd , jit inferiptum hyperbola ’f parallelogrammum ad Logiflica fuh angenti i qua? ■j dratum. Catera Tl^eorematis partes, ex Ungiorjbuf on Logarrtbmorum tabulis determinanda. Audorisarer* ba circa hyperbola quadraturam ex Tradatu de evolutione curvarum addufta. Hyperbola quadratura per Tradoriam „ , 
<:.••• i, •" rX .•$ • • * 
i T TLtimum Hugenii Th?orema ‘quirvque partes complevJ clitur, quas demonllraturus, & timui referam, & luis aftenlcis, ordinis , & claritatis fervand$ gratia,dillinguam .* i- ait 
Theorem.Hugen. Cap.XIII. 169 
ait igitur: *i Notum jam ejt, hanc Logifticam lineam tetragotiifmo hyperbole defer vir e , pofi demonfirationet P. Gregortt afi. Vincentia circa hyperbolica fpatia, duabus ad alteram afymptoton ordinatis interjeda. *i Quodque fi duo fuet int bujufmodi fpatia , in quibus ordinata unius fint, ut i4D ad HG 
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        in ultima figura , & ordinate alterius , ut B F ad C E , het fpatia erunt interfe, ut linee D G, & FE. Nondum autem , quod fciam, notatum fuit, bec ipja fpatia hyperbolica ejfe adparallelogrammum hyperbole (fic voco parallelogrammum, cujus latera fint due ad utramque afymptoton ordinate ex eodem ptm£lo fefiionis du£te ) ut unaqueque linearum DG, F E ad fubtangentem FO. *4 ^Adebut, /t parallelogrammum hyperbole fupponatur partium o, 43429448:9 , quodlibet hyperbolicum fpatium duabus ad alteram afymptoton ordinatis interjehum erit ad hoc parallelogrammum , ut Logarithmus proportionis earumdem ordinatarum, videlicet, ut differentia Logaritbmorum numerorum, exprimentium proportionem ordinatarum, ad numerum o , 4342944819 i acceptis feilicet Logaritbmis decem notarum ultra charafferifiicam. *j Hinc porro facite efi veritatem oflendere Tetragonifmi hyperbole, abs me propofiti in Tranatu de Evolutione linearum curvarum, quem Horologio meo ofc i liator io imferui. 
* 
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i Primam, Scfccjni»mparter' jam«/>.6.mm. i. j.^4abunde! oilendimus j tertiam ouoque partem , adebque & rcJiqi'"s eshis^onfequentes , ibidem num. 6. St j. in aperto, poluimus , ut nihil opus fit fuperaddere , plenioris tamen i cientia:, atque te&orura utilitatis gratia, rutfus eadem demonrtrarc aggrediar, generali hoc Lemmateprscmiffo, quod & iu procedentibus quadantenus attigimus : nimirum . St duo Ipatia quolibet AQ.RB, SRB ad eumdera axem BR fql ib 3no»titmluo3 x^tasiooup ;n ,V ni 3(1 omy mtibsl . :;•« ) H A 'A ;t' ' • . .< >* . 1 
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comparata fuerint, itaut feroper unius portiones,a termino Qjv computate, proportionales fint ordinatis alterius, putfc FNQjtad OTR.Ql, ut FS ad T P; manifefium eft, qufri oonftans quadam linea K fe habebit ut parameter compa-. rationis ( eo modo, quo capite 4. num. 1. parametrum Logi* ftiee er poluimus ) itaut.fi K io FS adequet IpatifiFNQR, etiam K in T P ad*quet fpatium T O Q*R; fiat ergo, ut K ad F N , in P D ad FB ( fisu ponatur NFD reflangulum : a.>qualc fpatio N F R Q,) dico jun&am Do tangere curvam RPS in S. Patet id, tum ex cap. 6. num. 8„ubi generaliter monuimus, in curvis pramifl* conditionis, efle G M ad S F, ideft, ob triangula fimilia, FB ad FD, autre&angulurualteri figura adferiptum B F N ad N F D , ut idem reclangu
lum 
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lum ad fpatium N F R Q_, qucd propcerea squabitur ipli NFD redangulo, eritque, ut K ad FN , ita FD ad FS, quippe chm tam extremorum , quam mediorum redangula eidem N F Q.R fp';io fint aequalia; tum etiam conftat ex didis capite 5. nuat. 6. &. 7. ubi exmowium compofitione hanc ipfam tangentium conftrudionem, data praefcripta figurarum conditione dcmonftravimus; tum denique hocargumento; ordinentur hinc inde O T V, o t u fecantes curvam in P, p, redam verb DS in V, u; quoniam ex conftrudione eft fpatium N FRQiequaferedangulo NFD,* eftveroNFt minus fpatio NFto,&NFT majus fpatio N FTO in figura dextra , ubi curvae RS convexum axem refpicit.flt e contra in figura liniftra majus N F t, quim N F t o, minus N F T quamNF FO, ubi curvae RS concavum axi obverfumeft, erit rcfiduum ex N F in TD , aut aggregatum ex N F in tD , minus fpatio otRQ_, majus fpatio OTRQJn prima figura, & e contra majus fpatio o t R Q^minus OTRQ^ in fecunda, feu relpedivfiminus, & majus , majus , & minus rcdangulo ex K in ordinatam tp , TP , quippe quod juxra conftrudionem tali fpatio aequatur; habebit ergo N F ad K , ideft SF ad FD, aut ut ad tD, VT ad TD , minorem , & refpcdive majorem in prima figura, feu majorem, & refpcdive minorem rationem in fecunda, quam habeat tp ad eanidem tD, feu TP ad eamdem TD; idebque tp, & TP ifi prima figura majoreserunf, quam ut, & VT , minores autem iildem refpcdive fumptis in fecunda Ledoris dexteram refpiciente; & ideo punda curvte P, p, erunt utro bique extra redam DS; qute proptefeik tangens erit. Quod fuerat demonllrandum. 
* Animadvertendum in figura finifira hujus Schematit, in quo dua figura AO QR fiunt dccrejcentes ad partes A B, tertiam trfidem /ineris notat !i decreficentem ad partes oppofitas R Q( quod attinet ad bocpropofirnm) juper fluere, neque ad hoc notatam efife; ut huic eonftruflioni infirvidt, quum evidens fit, numquam contingere pofie , ut , cavitate curve rRSG ad axem R B cotiver fit, figura fuperior ORBA ad partes R O deficiat , efiet enim rcfiangnlum N E D,mn aquale,fid majus /patio N F R /K 
diu i Y i 3 Ctim 
\ 
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3 Cum «citor ex diclis tap. 6. mm. 4. Jinesc io LogifUca QR S axi B V parallelae, veluti FS, PR iint ad invicem, ut lpatia hypetbolica NORQF,O RQP (cxiftentibus AB afymptotis, ordinatifque FN,PG, Q.R alteriafymptocorum parallelis} pacet Ipatium bypcrbolicum O R QJ? aquali nS/hiO;<jr> toutrJvc i.£ ipw e daj':: 
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        jrcdangulo OPD, ex ordinata OP in alteram Logi(licx fub1 angentem PD ; undeConAat,quomodoLogiftieahyperbole quadratura conducat, uti in prima hujus Theorematis parte aflerebatur» fecundam partem citri petitionem principii probare hinc nequeo , fed fatis evidenter nrseoftenfaoi tubes loco citato. Tenis partis demonAratio fic erit inftituenda. Redangulum OPD xqualeeft, ex didis, fpatiohy
Ecrbolico O R (£p; habebit ergo parallelogrammena hyperoise ttifcripcum K O P B ad ipatium O P QR camdem rationem, quam idem habet adrcdangulfi OPD; ideftquam bafis BP, feuTR ad PD; aut, ob triangulorum firailitudiuem, quam fubtangens Logiflicx G T ad axi parallelam R P. Quod erat demonitrandum. 
* Spppk iu figura lineam QR ipfi N Fparallelam, ut paj.6 j. 
4 Obi
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4 Obiter notare potes in demonftratione uum. i. ailata» quot curvarum tangentes geometrici determinari qoeant, prsfctiptam nimirum conditionem fofcipienrcs. In Expandia sphaerica ioperficic, live Ungula quavis cylindrica in planum cxtenfa ( qualem in Denionftiatiombus Vivianeorum Problematum conlideravimus ) fpecimcn hic dumtaxat daturi fumus . Elio ejufraodi Emctncies Ungularis Expanfa BQSC i cui inverse ad eumdern axem altera iimilis, & 
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squalis, fi ve eadem met replicata, A N BQ^appIicata eflfe intelligator. Confiat ex Propofitione quinta Demonftrar. Vivian. Probi. foretotS fuperficiem B A Qjid partem A N F Q_ refcdlam quavis ordinata N F, fecante alteram curvam in 8, ut ordinata BC ad F S, quia ordinata F N tantumdem difiat 4 bali AQJn figura ABQ^, quantum FS i vertice Q_ -figurae QBC; itaque, fi fiat reftangulum N F D squale fpatio ANFQ_, jundla DS erit tangens , juxta ea , que »«• mrr.i. generaliter demonltravimus. Et li lupponatur QBC eife Ungula plano femiqoadrantaliter inclinato ablcifla , feu eadem, ac figura finuum inferipti quadrantis BCl, quem axi parallela SL fecet in G, tangat verd in eodem punftoG K, erit tum FU squahs KG; dcmilloenim linuGE, ac jun
Digitized by Google 
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So radio GB, quemadmodum SF aquatur finoi GE, erit F N «qualis Unui G L, feu E B; citantem fupcrficies A N F Q. «qualis rsdio BG, vel BG jn ipfaraEG, vel BI. (uticonflat ex ead-m Propo/itjonequinca, vclexdecimaquinta particttiatim acceptis ) itaque reciangulum N F D equator ipli B G E i porro hoc «quale eft E B in K G, propter G B ad E B, ut KG ad GE, itaq; N F D «quacur E B in K G, funtquc 
tsinnxjiji)!' 'iwt' i 
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        cidemque quantitati «qualis erit ( ideft feraper erit DF ad F Q., ut tangeos ad arcum line* QJF congruentem ante-» quam in planum evolveretur , uti efl hic arcus GI.) etiam ii Ungula Xemiquadrantalis non fit, curvatum enim eum dem. axem, & ordinatas proportionales habentium eadem citarer' fpecru ejufdetu a vertice altitudinis, conflans l'ubcangenff 
F D.' .     •. . > 
5 Quinimb & fl Ungula non ex ciraulari cylindro , fed cx parabolico, hyperbolico , aut alterius generis curv* miiflente refecta foret, eadem poftecior conftru&io foturn ob
Theorcm. Hugen. Cap.XIH. rtf 
tinervZ, quippe & in illis hoc femper evenit, ut / fi fuerint fiemiquadrantak.,, ideft inclinatione (emirc&a ab Ici Ili ) mferipta figura genitrice ( qux cylindri bafis erat ) BCG1, du&aque axi parallela qualibet SGL , erit SL aequalis arcui curva G C; nam & tota B Qjequalis eft curvae 1G C, circa quam in cylindro convolvebatur; & portio QJF «qualis portioni IG, utpote fufeipiens ordinatam FS «qualem fiuui JG E , cui aequalis erigebatur in fupcrficie cylindrica ad punftum G nondum expanfa , adebque & reliqua F B, feu SL «qualis rcliqu* portioni GC, His itaque exifientibus, duftaque ad punfluro G tangente genitricis curvae G K, atque huic polita «quali FD, oportet, junfiara DS tangere curvam Ungui* heexpanfx, etenim hinc inde dualis parallelis VPHoRT axi propiori. Ii u p m r t remotiori, locantibus lineas, ut in figura videre eft ; cuin fit DF ad FI V, vel h u, ut F S ad S H, fcu S h, vel K G ad tangentem G m, polita jam D F «quali K G, eric prxdifla G m «qualis FI V, ieu hu; verhm propter SL, feu 1 IT, vel bt «qualemcurvx GC, & PT, vel pc «qualem RC, feu rC , erit HP, vel hp «qualis carvx GR , vel Gr : cftque RG minor , ficut i contra r G major tangente m G ; itaque FI V major eil quam HP, minor vero hu, quam hp i & utrobiq; punfla V , u reflas DS ultri curvam QjPSpC : tangit ergo, atl propofitum ftferac ; eademqoe F D fubtangens erit omnium altarum Ungularum etiam non fcmiquadrantalium, propter ordinatas ad eadem axis pun&a F femper propor
tionales.’ ’• .; r' - : * • -i • *' i 
6 Quanta hinc , Deus bone , Veritatum feges enafeitur! At mihi non in hoc campo feritur, metitutve , antequam aliis promiffum Sphserocylindricarum Scelionum tractatum invulgem ; Unum hoc non difiimuiabo adLogifticam pertinens , quo fimul ufum doflrin* quadantenus infinuwo, Nimirbm, fuperficiem ex Logifiica circa axem rcvoKita finitam effe , uti fupra tapite precedemi,num. u. & » j. jam monuimus , ex qub Ungula femiqoadrantalis eX cylindrico fuper Logiftic* curva creflo «qualis foret fpario nyperbolico ibidem defignato , hinc etiam fpoute profluere. Efio . 
enim 
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enim talis Ungula cylindrica in planum ertenfa FBSS, cum infcripca libi Logiltica genitrice F B N M ; dutta igitur axi parallela AN5, erit ubique A S squalis curve B N, 
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        & tangens Ungule ad punftum S erit SD , itant DT fubtangens squalis (it tangenti NC Logiftics ad punctum N; squalis elt ergo potentia DS, tum tangenti CN (ideltor* dinaes AO m fpatio hyperbolico, quod loco citato determinavimus) tumipfi TS, feu F A ; itaque juncta FO erit squalisipfi DS , led & inter eafdem parallelas confidunt; squidiftac igitur F O tangenti D S ; & hoc femper ; figura igitur FLOO elt corrclataUnguis FBSS; iilique proptepterei elt sqjalis integre, ficparticulatim, juxta doctrinam cap.8. num. 3. Immb& hoc ipfo ratiocinio generalius concepto, potiet e contra eadem de Ungularum tangentibus determinatio in omnibus demonltrari. Hinc enim habetur, figurara ex tangentibus CN ad FB applicatis eife Corrclatam 
Un
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Vtoguk FBSS ( qusecumque fuerit curva ,B N M ) atque adeb tangentes Unguis ede parallelas ramis figura ex ipds CN, cui integre, & parciculatim correfpondet ex dictis cap. precednum. 12. illationem firmantibus iis, quae cap. 8. circa finem num. 5. monuimus. 
7 Jam & illud obfervandum volo , quod ex fecunda hujus Hugeniani Theorematis parte manifeftb liquet, folidum hyperbolicum ex fpatio O P QR circa OP rotato efle ad folidum exfpatioLogiftic* correfpondente T RQB circa BQ, 
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        in eadem femper ratione, in ea videlicet, in qua paraIlelogrammum hyperbolae inferiptum K O B P ad quadratum fubtangentisLogifticae TG ; quoniam enim fpatia hyperbolica lineis O P abfeida a termino Q. R proportionalia funt axi parallelis PR in trilineo Logidics RQP, fi cylindricus excitetur fuper fpatio OPQ.R, idemquefecetur plano per O P tranfeunte, ad bafim fcmiquadt^ntaliter inclinaro, erit cylindricus cjufmodi ad truncum inferiorem ", plano fecante , & bali interceptum, utparallelogrammum RPQ^adtrilineum Q.PR (idquippe convincitdemonftratio, qua inVivianeis .. • ' Z ufus ' 
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c a p u t!„. xiii :: ; 
• • ■#  .* 
Theorema Decimumquintum in quinque partes divifum a libs demon(Iratum . Figurarum ad eumdem axem compofitarum, fi portiones unius proportionentur or■% dinatis alterius , quomodo tangentes determinanda l Alia demonflratio prima, & tertia partis hujus Theorematis . Hyperbolicum fpatium aquale reflangulo ordinata in alteram Logijlica fubtangeutem. Tangens Expanfa Ungula cylindrica determinata. Gene-t ratis conjlruflio tangentium pro omnibns ungulis ettft ex cylindro non circulari abfcijfis. Solidi ex Logijlica infinite longi fiperficiem.finitarn ejfe rurfus demonjlratur . Hyperbola ungula Logi fu a correlata j ut paratlelogrammam Logi fico trilineo circumfcriptum ad ipfum trilineum, ita iylindritus Logijlicus' s ad fuum truncum , ita & tiyperbolicus cylindricus: ad truncum fuum. Rotundum [olidum ex hyperbola ' ‘ ad rotundum ex Logijlicd , fit inferi btmn hyperbola ’. parallelogrammum ad Logijlica f ubi angent ifqua\ % dratum, Catera TIjeorgmatis partes ex longioribus Logarrtbmorum tajbulis determinanda. Auttorismerha circa hyperbola quadraturam ex Tr a flatu de evolutione curvarum addufla. Hyperbola quadratura per Tr a floriam v , 
fi ". '1, j: - rk * 
j T TLtimum Hugertii Tficorema ‘quj.^que parces complcclitur, quas demonftraturus, liraul referam, & luis afterilcis,ordinis , 8c claricatis fervandar gratia,diilinguam : 
■i' * aic 
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aic igitur: *i Notum jam ejf, batic Logi/i icam lineam tetragoni fmo hyperbole defervire , poft demonftrationet P. Gregorn a jS. Vtncentio circa byperbolica jpatia, duabus ad alteram afymptoton ordinatis interjeda. *i Quodque fi duo fueiint bujufmodifpatia, in quibus ordinate unius fint, ut tsiD ad HG 
in ultima figura , & ordinate alterius , ut B F ad C E , bec fpatia erunt interfe, ut linee DG, & FE. ‘3 Nondum autem , quod fiiam, notatum fuit, bec ipja fpatia byperbolica ejfe adparallelogrammum hyperbole (fic voco parallelogrammum, cujus latera fint due ad utramque afymptoten ordinate ex eodem pando Jedionts dude ) ut unaquaque linearum DG, FE ad Jubtangentem FO. *4 <-Adebut; fi parallelogrammum by. per bole Japponatur partium o, 43429448:9 , quodlibet hyperbolicum fpatium duabus ad alteram afymptoton ordinatis interjedum erit ad boc parallelogrammum , ut Logaritbmus proportionis earumdem ordinatarum, videlicet, ut differentia Logaritbmorum numerorum, exprimentium proportionem ordinatarum, ad numerum o , 4342944819 ;• acceptis/eilicet Logaritbmis decem notarum ultra cbaratherifiicam. *j Hinc porro facile eft veritatem oflendere Tetragonifmi hyperbole, abs me propofiti in Tradatu de Evolutione linearum curvarum, quem Horologio meo 0(cillat ori 0 inferui . 
Y 2 Pri
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imam, &fecundam parter- jaracap, 6. mm a. 3. &4. idSoflendimus; ternam quoque partem , adebque & rci.v-s e.r his-confequentcs , ibidem mm. 6. & 7. ia ap imus , at nihil opus fit fuperaddere , plenioris enti®, atque Le&orum utilitatis gratia, rurfus eadem 1 monrtrarc aggrediar, generali hoc Lemmate prcmifio, 
& in praecedentibus quadantenus attigimus : nimirum. b» duo Ipatia quaelibet AQJiB, SRB ad eumdem axem BR ri(l lia anoifiuiflnos incjnosfp ; lt , V n) O rfrav nis£m 
} ‘l r*\ * t '\ ; * . .' • > 1 ‘4 :1 
'i. *":T '1 Yi O> i 
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tintTOfe. ' jvtbe>qit3 x . nv ; 
*iv irJit.re: t ifVjqV»-; >5 " ,oi ■ ■ > an *■,%. q l in i .Vi: tVjfcinao e* 
comparata fuerint, itaut femper unius portiones,a termino QJi computate, proportionales fine ordinatis alterius, puti FNQjt ad OTRQ., ut FS adTPimanifeUum*ft*qubd conflans quadam linea K fe habebit ut parameter comparationis ( eo modo, quo capite 4. tum, i. parametrum Logifliseexposuimus) itaut,4i KiqFS adequetfoatifiFMQR, etiam K inTP adequet (parium TOQjl; fiat ergo, ut K ad p.N , in F D ad FB ( £su ponatur N FD re&angulani aquale, fpatio N FRQJ dico jundam DS tangere curvam EPS io S. Patet id, tum ex cap.6. nam. 8, ubi generaliter monuimus, in curvisprsemifl®conditionis, efle GM adSF, idefl, ob triangula fimilia, FB ad FD, autredlasgulumalteri figurc adferiptura BFN ad N F D, ut idem redtaogu" . : : lum 
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        TJjeorem. Hvge:t. Cap. XIII. 171 
lum ad fpatium N F R Q^, qu_d propterca squabitur ipfi NFD re&angulo, eritque, acKadFN , ita FD ad FS, quippe cilm tam extremorum , quam taediorum reftangula eidem N F Q.R fp-;io fint aequalia; tum etiam conflat ex di&is capite y. num. 6. & 7. ubi exmovuum compofltione hanc ipfam tangentium conflruftionem, data prsfcripta figurarum conditione demonflravimus; tum denique hoc argumento; ordinentur hinc inde OTV, o t u fecantes curvam in P, p, retiam verbDS inV, u; quoniam ex conflruflione cft fpatium N F R Qjequate reftangulo NFD; eftveroNFt minus fpatio NFto, & NFT majus fpatio N F T O in figura dextra , ubi curvae RS convexum axem refpicit, 8t e contra in figura liniflra majus N F t, quSm N F t o, minus N F T quamNF TO, ubi curvae RS concavum axi obverfumeft, erit rcfiduum ex N F in TD , aut aggregatum ex N F in tD , minus fpatio otRQL, majus fpatio OTRQJn prima figura, & e contra majus fpatio o t R Q^minus O T R in fecunda, feu refpe&ive minus, & majus , majus , & minus re&angulo ex K in ordinatam rp , TP , quippe quod juxta conflruftionem tali fpatio aequatur; habebit ergo N F ad K , ideft S F ad FD, aut u t ad t D, V T ad T D , minorem, & refpe&ive majorem in prima figura, feu majorem, Screfpeftive minorem rationem in fecunda, quam habeat tp ad eanidem tD, feu TP ad eamdem TD; idebque tp, & TPifi prima figura majores erunt, quam ut, & VT , minores autem iifdein rcfpeflive fumptis in fecunda Le&oris dexteram refpicience; & ideb punfla curvse P, p, erunt utrobique extta rcftam DS; qusc proptereJ tangens erit. Quod fuerat demonflrandum. 
* Animadvertendum in figura finifira hujus Schematis, in qua diut figura A 0 QjR funi decreftenies ad partes AB, tertiam iijdem lineris notat Udecrefientem ad partes oppofitas R quod 
attinet ad hoc propofirnm) Juperfluere, neque ad boc notatam efJe, nt bnic eonftruftioni injervidt, quum evidens fit, num quam contingere pofie , ut, cavitate curva 'R SG ad axem R B cott. ver(b, figura fitperior ORBA ad partes R O deficiat , efiet enim reti angulum N ET),non aquale,fed matus fpatio NFRO. 
Y 2 3 Ctini 
3 Cum ifitar ex didis tap. 6. mm. 4. line* in LogifUca QR S axi B V paraliefar, veluti FS, PR dnt ad invicem, ut fpatia hyperbolica N0RQF,0 RQjPfexidentibus ABQ_ afymptotis, ordinatifque FN.PO, Q.R alteriatymptoto* rum parallelis)patet Ipatiumhypcrbolicum ORQPsquari «sfciffj» i-iftwi) ;<»f> w»utrJ*vl ( tt ^ mr; j/n :r‘ou. ir-wcnai! 
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        reclangulo OPD, ex ordinata OP in alteram Logidic* fubt angentem P O i node conflat, quomodo Logi dica hyperbo1* quadratura conducat, uti in prima hujus Theorematis parte afferebatur; fecundam partem citri petitionem principii probare hinc nequeo , fcd fatis evidenter prxoftenfam habes loco citato. Terti* partis demonftratio iic ericinftituenda. Redangulum OPD *qnale eft, ex didis, fpatio hyperbolico O R QP J habebit ergoparallelogrammtim hyperbole inicriptum KOPB ad ipatium OPQR eamdem rationem , quam idem habet adre&angnlii OPD} ideftqnam bafls BP, feu TR ad PD» aut, ob triangulorum fimilitudinem, quam fubtangensLogi ftic* G T ad axi parallelam R P. Quod erat (temondrandum. 
* Supple in figura lineam QR ipfi N F parallelam, utpa^.6 
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        Theorem.Httgen. Cap XIII. rj$ 
4 Obiter notare potes in demonftrationc num. 2. allata, quot curvarum tangentes geometrice determinari queant, preferiptam nimirum conditionem fafeipientes. In Expanu sphaerica fuperficie, live Ungula quavis cylindrica in Planum extenfa ( qualem in Demonftrationibus Vivianeorum Problematum coniidcravimus ) fpecimen hic dumtaxat daturi fumus . Efto ejufmodi fuperficies Ungulatis Expanfa B QS C i cui inverse ad eumdem axem akera fimilis, & 
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        «qualis, live eademmet replicata, A NBQ.appIicata efTe intelligatur. Condat ex Propolitione quinta DemonArat. Vivian. Probi, fore tota fuperrtcicm B A Qjid partem A N F refcclam quavis ordinata N F, fecante alteram curvam in 8, ut ordinata BC ad FS, quia ordinata FN tantumdem didat 4 hafi A QJn figura A B Q., quantikm F S st vertice Q_ figurae Q.BC; itaque, fi Hat re&angulum N F D squale fpatio AN F Q_, juncta DS erit tangens , juxta ea , qus nupter. 2. generaliter demonilravimus. Er ii fuptponatur QJB C clle Ungula plano femiquadrantaliter inclinato ablcifla , feu eadem, ac figura Anuum inferipti quadrantis BCl, quem axi parallela SL fecet in G, tangat verb in eodem pun&oG K, erit tum FD *quahs KG; dcmilToeniia iiauGE, ac jun
flo 
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£to radio GB, quemadmodum SF aequatur firmi GE, erit F N ^qualisfinui G L, feu E Bi eftantem fuperficies A N F Q. «qualis radio BC, vei BG jn iplamEG, vel B L uti confiat ex cad*m Propofironequinta, velexdecimaqumta. pacticulacim acceptis ) itaque re&angulum N F D aequatur ipit B G E i porro hoc «quale eft E B in K G, propter G B ad E B, uc KG ad GE; tcaq; N F D zquatur EB in KG, funtque 
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        ... . . ! .. y * . ' •” . • l'> > 
•» y ' ii. ■ - » ■' >- •• • • - - •, i.*- ;*»* 
, Deficit in 'Diagrammate linea "B G radius quadrantis, i de quo in prefenii Dcmonflrattonc. * > -n 
. • * v • • •> * * * ' 1 * *•••.’**•/ , •• ■ 
N F, EB «quales ■, ergo & FD «qualis erit tangenti GK; cidemque quantitati «qualis erit ( ideft femper erit DF ad FQ_, ut tangens ad arcum linee QJ?- congruentem ante
J[uam in planum evolveretur , uti eft hic arcus GI ) etiam i Ungula Xemiquadrantalisnonfit, curvarum cnimcumdent axem, & ordinatas proportionales habentium eadem cfi,re*>' fpecru cjuXde® k vertice altitudinis, confians iubcangentr. 
FD. . .    .. .■ •' - > 
S Quinimb & fi Ungula non ex circulari cylindro , fed cx parabolico, hyperbolico , aut alterius generis curv* infindite refecta furet, eadem poftecior condru&io totum ob
-7heorm.Hngett.Cap.XllL 
tinm.:, quippe & in iUis hoc fempcr evenit, ut ( fi fuerint ftmMjnadrtnukj, idefi inclinatione femircda abfcMx ) infcripta figura genitrice { qoe cylindri bafis erat ) BCG i , 'dodaque axi parallela qualibet SGL , erit SL squalis arcui curve GC; nam & tota B Qjequalis eA curve IGC, circa quam in cylindre convolvebatur; & portio QFequalis portioni IG, utpote fufcipiens ordinatam FS squalem finuijGE, cui equalis erigebatur in fuperficie cylindrica ad pundum G nondum expanfa , adebque & reliqua F B, feu SL equalis relique portioni GC; His itaque exiftentibus, dudaque ad pundum G tangente genitricis curve G K, atque huic polita squali FD, oportet, junctam DS tangere curvam Ungule fieexpanfx, etenim hinc inde dudis parallelis VPHmRT axi propiori, h u p m r t remotiori, 1'ecantibus lineas, ut in figura videre eft ; cum fit D F ad H V, vel h u, ut F S ad S H, feu Sh, vel K G ad tangentem G m, polita jam DF equali KG,erit predida Gm equalis H V, feu hu; verbm propter SL, feuHT, vel ht equalem curve GC, & PT, vel pt equalem RC, feu rC , erit HP, vel hp equalis curve GR , vel Gr : eftque RG minor , ficut £ contra r G major tangente mG itaque HV major eil quam HP, minor vero hu, quim hp ; & utrobiq; punda V , u rede DS ultri curvam QPSpC : tangit ergo, uti propofitnm fuerat ; eademqae F D fubtangens erit omnium aliarnm Ungularum etiam non femiquadrantalium, propter ordinatas ad eadem axis punda F fenaper ptoportionales. '! . . ; i ' ; . ■ 1 * ' 4 ■ 1 
6 Quanta hinc , Deus bone , Veritatum feges enafeitur! At mihi non in hoc campo feritur; metiturve , anrequim aliis promiflum Spherocylindricarum Sedionum tradatum invulgem ; Unum hoc non diifimuiabo ad Logifticam pertinens , quo fimul ufum dodrine quadantenus infinuafco, Nimirbm, fuperficiem ex LogiAica circa axem revoluta linitam e fle , uti fupra capite pracedenri,tium. u. »3. jam monuimus , ex qub Ungula femiquadrantalis ex cylindrico fuper LogiAice corva credo equalis foret fpario hyperbolico ibidem delignato , hinc etiam fponte proAucce. £Ao 
enim 
enim talis Ungula cylindrica in planum errenfa FBSS, ‘ cum infcripta ubi Logiftica genitrice FBNM j du&a igitur axi paraiiela AN6, erit ubique AS cquaiiscurveB N, 
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        & tangens Ungula ad punftum S erit SD , itaut DT fubtangens aequalis fit tangenti N C Logiftice ad punctum N; aequalis eft ergo potentia DS, tum tangenti CN (ideft ordinate AO in fpatio hyperbolico, quod loco citato determinavimus) tumipfi TS, feu F A ; itaque juncta FO erit aequalisipfi DS , led & inter eafdem parallelas confidunt; aequidiftat igitur F O tangenti DS; & hoc femper ; figura igitur FLOO efl corrclataUngui* FBSS; illiquepropccpterei eft aq ialis integre, «cparticulatim, juxta doctrinam cap.8. num. 3. Immo& hoc ipfo ratiocinio generalius concepto, portet e contra eadem de Ungularum tangentibus determinatio tn omnibus demonltrari. Hinc enim habetur, figurara ex tangentibus CN ad FB applicatis elfe Corrclatam 
Un
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Uhgulse FBSS ( quaxumquc fuerit curva B N M ) atque adeo tangentes Ungulas clle parallelas ramis figura; ex iplis CN, cui integre, & particulatira correfpondet ex dictis cap. prtcednum. 12. illationem firmantibus iis, quas cap. 8. circa finem num. 5. monuimus. 
7 Jam & illud obfervandum volo , qubd ex fecunda hujus Hugeniani Theorematis parte raanifeftb liquet, folidum hyperbolicum ex fpatio OPQR circa OP rotato cflb ad folidum ex fpatio Logifticse correfpondcntc T R QJ3 circa B Q, 
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        in eadem femper ratione, in ea videlicet, in qu3parallelogrammum hyperbolx inferiptum K O B P ad quadratum fubtangentis Logifticas TG ; quoniam enim fpatia hyperbolica lineis OP abfcilla a termino Q. R proportionalia funt axi parallelis PR in trilineo Logiftica; RQP, fi cylindricus excitetur 1'upcr fpatio OPQJR, idemqueTecetur plano per OP tranfeunte, ad bafim lcmiquadrpntaliter inclinaro, erit cylindricus ejufmodi ad truncum inferiorem , plano fecante , & bali interceptum, utparallelogrammum R PQ_ad trilincum QJPR (idquippe convincitdemonflratio, qua inVivianeis •• i - Z V ' 1 ■' ufus • 
ufus Ium ad Propolit. iepnmam ,pag. 52. propo litam , tibi offendi, cylindrum ex ducfu quadrati a c, in hgura loco citato adhibita, in Expanfom fuperf. fphericse 1Z AC, efle ad truncum ex triangulo 1C1 in eamdem , ut quadratum , feu parallelogrammum c a 1 i, Expanfae inverse polit® i da circumfcriptum, ad talem Expanfam; quippe id ex hac fola af • feftione pendebat , quod effet fempcr AZfC ad partem FZ AC, ut Imes ac , fcn RP ad Pd , prout in aliis bene inultis figuris, ac prarcipue incafu noftro verificatur) Ii militer in eadem ratione reftanguli RPQj»dtrilineumQRP, 
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        erit etiam cylindricus fuper bafi Q.BT R crechJ8,‘ad truncum inferiorem, interceptam eadem bali, ac plano fimiliter per BQJnclinato, eoqubd partes etiam fpatii Logiftici QJ T R per ordinatas 4 termino T R abfeiflie , proportionentur lineis in eodem trilineo QRP bafi P Q. parallelis, uti ex primo Hugenii Theoremate, ac dividendo, confiat, funt enim tales parallelae differenti te ordinatarum ad cavam Logifticam, veiuti fpatia fic intercepta differentiae fpatiorura iis ordinatu proportionalium ; efi igitur cylindricus fuper 
7beorem. Htteen. Cap. XIII. i79 
OJ?QJi, cqjus altitudo,P Qj( ob icmiquadrantalcm inclinationem plani fecantis) ad fuum truncunu inferiorem, ut cylindricas luper B T R CL, altitudine B T,ad limilem fui truncum, & fumpftis confequcntium tcque proportionalibus ( efl enim quivis truncas ad rotundam ioiidum ex bali circa eamdem lineam, qux ell baiis, & plani fecantis communis feclio , rotata, ut radius ad circumferentiam, ut cap. ro. circ.t mediu num. i. offendimus j em cylindricu* hyperbojieus ad rotundum ck OPQR circa O P, ut cylindricus Logillicus ad rotundum cx fua bali circa B Qj ac permutando, uf ille cylindricus ad illum, ita illud rotundum folidum ad hoc , quod ultimo exprcilimus. Verum illi cylindrici incompoiita funt ratione altitudinum PQjd BT, feu,fumptacommuni latitudine TG, P QJn T G ad G T B, & balium, fcilicet fpatii hyperbolici, quod aequatur exdicUsfupra num. 3. redangulo OPD, ad fpatiumLogiflicum, quod aequale clt ex farpe didis reclangulo PQJn TG; itaque & rotunda fohdafupra delcripta, Hyperbolicura ad Logiflicum, in compolita erunt ratione,redanguli O P D ad PQJoTG, &bujus adGTB, ideft,ut OPD ad GTB, qua:denique cilmcomponatur ex PD ad BT, feu PR, vel dicas ex T & , feu B P ad TG, & cx OP ad «amdem TG, dabtt rationem redanguli hyperbole inferipei OPBK ad quadratum fubcangcncisLogillicse T G. Quod erat ciemontlcandum. 
8 Quarta pars demonftratione uon indiget, fed prolixiorum, quam apud nos line, tabularum Logarithtnicarum calculo , quippe af&gnato longitudini fabtangentis Logifticx numero.perquem Hugenius hyperbolae paralJclogrammu deJignat, cunc diftantia duarum ordinararum Logiflicae exhibebit Logarithmum rationis earumdem ordinatarum (juxta naturam hujus curvae cap. 1. num. 3, indicatam ) feu differentiam Logarithmorum refpondcnci um numeris, inter quos cft ordinatarum Logifticse, ac confequenter& ordinatarum hyperbole,ratio , unde chm lit 1'ubtangcns ad intervallum ordinatarum Logiflicae, ut parallelogrammum hypcrboixad con
itruum fpatium hyperbolicum; ideo per Logarithmicas tabuas facile crk hinc «llimarc, & calculo eruere numerum cor
Z 1 ref
i8o - Guidonis Grandi 
rcfpondentcm cuilibet dato hyperbolico fpatio, data ejus ex* trcraarum ordinatarum ratione. 
9 Quinta fimiliter Theorematis pars, pertinens ad Tetragonifmum Hyperbolae a Clariflimo Auctore in Tra&atu de Evolutione curvarum exhibitum , vel de modo quadrandi hyperbolam per reilrhcationcm curvae parabolicae mtelligcndaeft, vel perLogarithmos ; utrumque enim in praefato libello infinuatum video} fi primum, jam cx cap. procedenti, nui». 14. habes hyperbolicum fpatium squale efTe reftangulo ex Logifticse lubtangente, leu generalius, ex femitranfverfo latere hyperbolae in curvam parabolicam, dupla parametro defcriptnm, iifdcmqjaxi parallelis terminatam • At fi (qubd aptius judicarim ) de altero modo perLogarithmos accipicn* da fit, quemadmodum & praecedens pars,lolo calculo indiget, ac ingentium Logarithmorum tabulis, quae ctfi mihi in promptu etfent, vereor, ut otii, & patientiae fatis habiturus fim, ut ejufmodi calculum expenderem , quem idcirco laborem his, qui fe ejufmodi fludiis exercere voluerint, integre. St ultro relinquam, fiquidem tempus admoner, ut receptui canam, acPhilolophiae me redimam ; ipfum tamen locum ab Hugenio hic citatum , ex ejus Traclatu de Linearum Evolutione pag. 7J. JacobiPanzaniniViriCl. alias abs me infra meritum laudati opera deferiptum (quippe exemplari carebam ) hic fubjungere non gravabor, nequidLe&oribus defit ad hanc Logifticre proprietatum ab Hugenio propofitarum demonllrationem illudrandam. Inquit igitur Hugenius: 
10 Quocumque vero Troblemata ad alterum e duobus bifee reducuntur, quamlibet vero proximam folutionem per numeros accipiunt, Logarithmorum admirabili invenio. Cum per bos byper bolo quadratura, nt o/im invenimus, numeris quam proxime explicetur ; efl autem regula bujufmodi. Sit D AB portio by~ perbolo, cujus ajymptoti CS, CV, duitis DE, BV parallelis aJywptoto SC. ^Accipiatur differentia Logarithmorum , qui conveniunt numeris, eam dem infer fe rationem habentibus, qud reilo DE, BV-, ejufque dijferentia quoratur Logaritbmus , cui addatur Logaritbmus hic ( qui femper efl idem) o, 36211, 56^7 . Summa erit Logaritbmus numeri , qui Jpatium 
Cioygle 

        
        [image: Picture #230]
        

        
        
        [image: Picture #231]
        

        i 
D EVB AD defignabit, tribas redis , & curva D AB comprebenft, in partibus , qualium parallelogrammum D C eft i ooooo , ooooo. Unde porrb facili quoque habebitur area portionis D AB. Sit exempli gratia proportio D E ad BVea, qua 36 ad j. 
s-Ab i,55^30,25008 , Logarithmo 3<5. 
Auferatur o, 69897,00043 > Logaritbmus $. 
Erit o, 857 3 3, 14965 , Differentia Logaritbmorum. 
Et 9> 933 '4> 92836 , Logaritbmus differentia. 
Cui addatur o, 36221,56887 , Logaritbmusfemper addendus. 
Fit 10,29536,49743, Logaritbmus_/patiiD EVBAD 
Habebit bujus Logaritbmi numerus 11 caralteres, quumcbaratleriflicafil 10. quaratur itaque primo numerus proxime minor conveniens invenio Logarithmo, qui numerus eft 19740. Deinde ex differentia Logaritbmi ejufdem, & proxime eum in Tabula fequentts, reliqui cbarqderes eliciantur 81026 , feribendi poft prtores, ut fiat 197408, 10260, addito ad finem zero, ut e/fi. itatur numerus cbarafleru 11, eft ergo area/patii D EVB A D proxime partium 197408, 10260, qualium partium parallelograwmum DC eft 1 ooooo, ooooo. 
Haec 
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Hcec Clari (Iimus Hugenius, cujus inventis circa hyperbolae quadraturam , nefcio an opportunum fuerit e meditationibus noflris aliquam ad idem propofitum fubne&ere. Ea eft, qubd,fiintelligacur curva BNM dfcTraftoria, cujus prima 
ordinata FB, axisFG, fitque B vertex, F centrum hyperboJ* «quilaterae, cujus femitranfverfus axis FB; duda ex quovis punQoH axi Traflorise parallela HM, erit triangulum , baii FB, altitudine HM, «quale hypecbolicotrilineo, axis portione H B,tangente hyperbolamex pundo H, & curva intercepta hyperbolae comprehenfo , uti ex noftra doftrina de Figuris Correlatis deduci poteft. Atque hic dio noftrse 
Hugeni anorum Theorematum Circa Logisticam Demonstrationis 
FINIS. 
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        LECTORI 
s. 
VJfum fuit Appendicii loco hic [ubneffere Epiftolam Geometricam, dudum [criptam ad Virum Clarijf. Thomam Cevam, & Poeticis, & Geometricis Opufculis Celeberrimum, tum quia fimili, & uniformi cum pracedentibus flylo procedit , tum quia pluribus in locis doffrinas d nobis fuperius traditas illuflrat, & variis exemplis applicat, tum quia num. 19. non contemnendam animadver[tonem continet ad hujus Traffatus argumentum fpeffantem, ^Logiftica fcilicet ex quodam cylindro refeffa ; quam a quum fuerat bis Hugenianis circa Logi dicam meditationibus fubneffere. Vale. 
* 
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        Ap VIftUM CLARISSIMUM 
THOMAM CEVAM 
• SOCIETATIS JESU. 
. - ! , . . ■ A V 
Noftra -Doflrina de Conica 'fuperficiet dimenfione per P. Cevam ex Pappo confirmata . Spiralium diverfi generis origo . d/uxlibet ■Comca-fttpncficies quomodo in planum explicanda, & quavis plana figura quomodo Cono advolvenda. Quarum, vis line arum in Coni fuptrficie defcriptarum Imbnograjthias determinare, 6" datis IcbuographiiSy lineas in Coni fuperficie iis rcjpondetuesreptrirc. Curvarum transformatio, ad illas comparandas utilis. Ichnograpbiarum omnium , linearumque ex Coni fuperficte in planum explicatarum tangentes duplici methodo inventa;. Nova ejufdem fufiradicla noflr<x doflrina confirmatio. Ad Cono cylindrica Spiralis extenfionfm in planum, 
A a oflai
J&5 Guidonis Grandi 
> # Jpty&fieti* Parabthe fftuditas. Quot imulam lapfus notati. Infi• nitarpm Parabolafpn ~f&' 'SpiraTtum comparatio . 
Npvus CycJoidcm redificandi modus .CFranfvcrfa cylindri CycloiHaPts fiedTo Parabola aqualis, Ungula quoquc-nil nifi Paralia, complicata ejfe dignojcitur. 'Rotunda fuperficies ei Cycltfde circa bafim, dupla ejusqua ab tpfa circa tangentem verticis rotata producitur. Cylindrum invenire , cujus tranfverfa Sed io pvoptfitcc cuilibet curva fit aqualis, & Ungula i») quamlibet figuram datam explicetur. Ex cy
lindro Tradorite Jecanda e(l Logiflica. Curva Conocylindrica Spiralis cuidam Parabold r longitudine , non pofitione,tequa/is efl. Dhntnfio fu perficiet cylindrica, utrique fpirali t & axi Coni ioterjeli<e . Si Spiralis fuerit Geometrica , explicata illa cylindrico-fpirali fuperficic , in redam expandetur. 
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PRALSTANTISSIMO GEOMETRAE, 
AC VA TI ELEGANTISSIMO 
‘ Vl . , \ » \a iv . * . ■ t IA*; ■ . o ’ > '1 » . • ’ 
P. TIIQM/E CEViE 
E’ SOCIETATE JESU 
) 
eD. Gttido Grandus Monachus Carnald. S. P. 
EX quo me litteris tuis decorare cxpifti. Vir in paucis Carifiimc, nullas, aut mihi magis jucundas, aut Geometrica eruditione magis refertas accepi, iis ipfis, quas XVI. Kal. Julii ad me deftinafti. In his, pari humanitate, ac ingenio, doctrinam fecunda; Propolitionis Appendicis meae ad Vivianeorum Problematum Demonftrationem illuflrare aggrederis,& minime contcmoeda aniraadverfione confirmare, o (tendens ipfam cum Pappo Alexandrino confentire, & ad novas rurlus fpeculationcs viam (temere polia. Sic enim habes , totidem pene verbis tuis latine redditis i 
i Eflo Conus redus DTiC, cujus triangulum fer axem fit 
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        DBC, bafis verbcirculusBMCr inteligatur latus D 2?,pun
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        *88 XkiidotikGratidi \L 
4« Pfixo manente ^alter o extremo % perci/cumfereutiatn pror fata bafis B M C aqua bili ter circumferri , eo denique tempore punitum B, aquatili pariter velocitate\ ex rB per lineam B D afcsndere , defcribens in Coni fnperficie Spiralem /B S-D ,-adea ut edaeiti momento & latus BD Je i» fitu B D reftiluat, 
m v'j°» “ ' “ 
L.r^ L * %>il. ^ ' 
ncir.Uv»*/*•&(>u. 
l' ' i C’l» ■ *" ~/ ■,, 
punitum B afcenfus fui terminum D attingat , uti & Spiralis ‘£ S U terminus erit. VManifeftum eft, Couijuperficiem, fi evolvatur , & explicetur, in circuli feitorem abituram , qualis eft RGZ, cujus femidiameter RG lateri DB aquatisentarcus GZ circumferentiam BMCB adaquabit. Notum pariter eft. Spiralem Conicam B S HD in plauum extenfam , Spiralis Arcbimedeaportionem' G VR evafuram • Conftdereturjam Spiralis Conica BSHD, in quaJumpto quolibet punito S, demittatur ad bafim perpendicularis S 0idem ex omnibus ejus putidis fadum intelligatur \ manifefium erit, Ichnograpbiam pradida linea fore integram Spiralem Arcbimedeam, ut liquet in triangulo D AC, in quo CD ad D S in eadem ratione eft , in qua femidiameter C^A ad -^10 ’, idemque in quovis alio per axem triangulo dicendum erit, quare incrementa, & decrementa ipftus <-A0 erunt in ratione temporum, &c. 
2 Hocpojitc, (jtcrCoroll■ i.Appendic. tua Vivi an. Probi. ) erit, ut D B ad femidiametrum BA, ideft, ut tota fuperficies Conica B CD, vel extenfa “RGZ, ad circulum B MC, it a/patiunt 
tium faperficiei Cottie* BSHDB , ideft Spirale figmentum G VR, adfpatiS, integra Archimedis Spirali contentum, BO AB, & permutande, er it/edor RGZ ad figmentum GVR,ut circulos B M C ad integrum Spirale fpatium ‘BOAB -, proptereaqte fetior RGZ triplus erit figmenti Spiralis GVR ; id quod veriffimam eft, per Prop. 11. hb- 4. Tappi. Uude hac Geometrica confirmatione do (iri me tu* novum robur accedit ■ 
3 Tonamus jam, lineam GVR e/se circuli femicircumferentiam, fetiorem vero RGZ circularem quadrantem, qui duplus erit fimicirculi R VG. Convolvatur praditius fetior , itaut in fuperficiem Conicam abeat DBG,& peripberia B MCBaqualis fit arcui quadrantis G Z ; manifeftum efl , quod fimiperipberia GVR circa conum convolvetur, ve/uti BSHD, & in D terminabit; notum pariter eft, Ichnographiam ejufdem linea fore Spiralem, ab Archimede a fpecie dijt inciam , qua ( ex Corel/. citat.) fpatium comprehendet, quod ad circulum fit, ut t. ad 2. Quoniam veri loco fimicirculi GVR fttbfiituipotefi qualibet portio , parabolica, hyperbolica, (fic. habebimus in eat umdem Icbnograpbiis infinitas Spirales lineas , genere longe diverfas, &c. Qu* quidem omnia tibi fat nota comitio, ex ejuf dem Tropof Cor oli. 6. nec difficilis tibi erit modus ejufmodi lcbno ■ grapbias omnes determinandi, quarum tamen confirutiiones , fi qu* ex omnibus magis fimplices, & expedit* videantur, ut) & generalem methodum ad ipfarum tangentes ducendas ,ficommunicaveris, rem oppido gratam , & acceptijfimam fatiurnm te fcias, &c
4 Quid igitur mihi, & olim hoc argumentum, & nunc maxime, tuis excitantibus litteris, rurfus fpeculanti in mentem venerit, candide aperiam; ut vero etiam geometrica fupelleftile non ultra mediocritatem inftru£Hs,in quorum manus lvpiftola hxc mea incidere aliquando poterit, maniteftaelle poffint quaecumque hic inferere placuerit , ea :pla etiam demonftrabo, qux apud te demonftratione non indigent, quale eft illud, quod tanquam notiftimum, & vulgo obvium videris ipfe fupponerc ( a quo & initium aufpicabor ) nempe quomodo Coni recl i luperlicies intelligi pollit in planum evolvi, & explicari, aut contra plana qualibet luperlicies in 
Co
Coni cucullum detorqueri. Efto Coni re&i fuperficies (in. tegra, an dimidia, aut duobus per axem planis intercepta, pe. rindeeft) DGC in planum explicanda. Centro D, intervallo DC laceris coni, deferibatur plani circuli portio DCH; ficque, ut D C ad C A radium bafis coni, ita reciproce ango. Ius G AC inclinationis planorum, fuperficiem conicam , qux explicanda occurrit, intercipientium (vel ita 4 anguHre&iin fuperficic integra, feuduotanttim in dimidia ) ad angulum CDH. Dico fetorem CDH effe ipfammct luperdcicm 
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        conicam DGC in planum evolutam ; quia enim arcus eidem angulo fubrenfi funt, ut radi i, & qui ab eodem radio deferibuntur, funt, ut anguli, ideo duorum quorumlibet arcuum proportio erit ex rationibus radiorum, St angulorum compolita, qu* fi reciproc* fuerint, ut in cafu noflro , rationem dabunt «qualitatis; a-qual is cfi igitur arcus CHipfiCG; dnflis vero ex eodem puncto S radit , feu lateris DC , arcu SI ipfi CH concentrico, & S F in coni fuperficie, ubi pet planum bali parallelum F ES fecatttr;confiat, arcum G C ad FS in ea ratione effe, in qua radius A C ad ES ( ob communem angulum inclinationis planorum, quibus uterque intercipitur) fcilicct, ut C D ad DS, vel, ut arcus C fcl ad SI; 
funt 
funt autem antecedentes, nempe arcus GC , CH aequales; ergo & confequentes FS, SI sequalcs erunt ; atque ita femper; cum igitur omnes arcus fefloris CDH aequales fint omnibus, & lingulis arcubus fuperficiei conicae DCG, illos comparando, qui per idem lateris coni punctum tranfeunt, iifdem applicati omnino congruent; quare li feftor complicari circa conum intelligatur, arcus CH congruet arcui CG; & puncto H inG polito, non poterit non congruere radius D H lateri aequali DG, undepunctum 1 fuperponetur ipli F, & arcus SI congruet eidem SF libi squali , totulque icetor toti fuperficiei conicaerefpondebit, & circa ipfam convolvetur, live in ipfam abibit; unde viceverfa, conica fupcrficies DGC evoluta, in eumdem fe£torem CDH explicabitur. 
5 Quod fi linea,conicam fuperficiem terminans,fuerit, non alterum coni latus, fed curva qtixlibct G M D, non admodum divcrla conftrudtionc intentum obtinebimus, quippe invento, utpriiis , arcu feftoris CH aequali extremo arcui CG dats fuperficiei conicte, ad quodlibet lateris coni punclum S du£to arcu SM in plano bali parallelo , ponatur arcus S V ipli CH concentricus in eodem plano, tequaiis autem arcui SM, fafto fcilicct angulo S D V m eadem ratione adMES, in qua radios SE ad SD (qutc ratio eadem ubique cft, nimirum radii bafis AC ad latus coni DC) atque ita porro fiat, quoufque compleatur figura DVH, qus apta nata erit datae conictefuperficiei DMG congruere, eodemque argumento probabitur elfe ejufdem in planum cvoluts figura. 
d Hinc colligitur (efeferipta curvae GMD Ichnographia GK A, cxtenfobue latere DML, jun-Sto radio AL, radio D V O, & arcu K N) fore femper angulum G A C ad C D H, ut MES , aut K AN ad SD V, & permutando, G A C ad KAN, feu LAC, ut CDH ad SD Vr vel C DO, aut arcum GCadCL, ut HCad CO; unde evoluta conicx fuperficiei fic etiam haberi pollet , nimirum , invento prius feftore CDH, congruente conica? fuperficiei C D G, tum arcubus GC, CH fi militer divi fis in L, & O, jumftifquc radiis A L, D O, ita hunc fecando in V, ut ille ab Ichnographia lecatur inK, quoufque perpuncta DVH tranlcatlinea,de
ter
192 Guidonis Grandi 
terminans fuperficicm quaelltam D V H C, cft quippe.ut L A ad AK.itaCA ad A N , feu CO ad DS, OD ad D.V,exigentibus arcubus HC, CO ipiis GC , CL proportionalibus, ut offendimus ex punito curv® V per fuperiorem rao<dum quflico. 
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        7' Unde c contrario data figura D V H C circa conC DCB complicanda , ut evadat DA1GC , facile habebimus ejus Ichr.ographiam, facto prius angulo G AC ad datum CDH fedtoris, dat®figur®adfcripti , ut CD ad C A , fcclifque iimiliter in L, & O arcubus GC , CH , nccnon radio AL in K, ut OD dividitur adataefigurce perimetro inV: tunc enim punitum K erit in figur® G K A C, ichnographia quselitam determinantis, perimetro. Quae autem de iupcrficie conica GM DG, (eu de ejus evoluta C D V II, refpcctu Ichnographi® AKGC dicta funt, eadem, ut conitar, valent de refidua coni fuperficic G M D, cjufve evoluta D V H , rcfpectu ejus ichnographi® G K A , quas proprerca ex pr®miflis modis alterutro facile determinabis , quaicfcumque fuerint curv® propolit®; & li linea V II, vel uH recta fucrir ,conftructione habebis.ducendi in conica fuperficie lineam GM , feuGm, omnium data puncta G, M ( non in eodean latere, nec in plano bali parallelo pofita ) conjungentium Brevijfiwam , cjufquc Icbnographiam deferibendi. 
Quo
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        Quomodo utcumque fatisfadumputoqmftioni, quam moves, determinandifcilicctIchnographiatu figurae tue GVR 
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        circa conum DCB convolute, fiveillafitfemicirculus.five parabola, live hyperbola, autafceriuscujuslibcc generis curva extiterit, unde dabuntur infinite illa: Spiralium fpecies in his Ichnographiis, quas mente jam comprehendifti. Verbm nefeio an opere pretium fit clegantiorcm, quam mox fubdo, confirui^ionem illarum attendere. ' . 
8 Efio figura queiibet in Cohum convolvenda, aut ex ipfo in planum explicata C V D , & fector illi circumlcriptus 
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(infcriptufve fi cava fuerit) DGC; oportet determinare lineam, quae ejus convoluta: Ichnographiam clauderet inbafi coni dati radii DA, qui minor fit radio fc&oris DC. Fiat 
B b 'fu
i$4 Gurdoms Grandi 
fuptr DA %Ura AOD limiiis,& fimiliter pofita ip fi data£ €V D ( fodio nimirum quovis ramo DV in O proportionaliter, acfccetur CD in A, &perpun£taAOD duftalinea) & centro D dufto quovis arcu N OH, fiat femper HN ad N O in conflanti ratione lateris coni CD ad radium bafis D A; ajo, punfta H ad IchnographiS AHD, propolitae curva: C V D rcfpondenrem, pertinere; erit enim angulus L D A ad RD C, ut radius C D ad D A, unde araus C R «qualis esit arcui A L; 
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        quando igiturfcdtorCG I>,cum inferipta figuraC VD,C6Wvolvetur circa conum bafis ADT , arcu CG congruente ejufdem bafis arcui fibi squali AT, portio GR eongnwtipfi AL , & latus DR» cum punclo V curvae C.VD , per quod tranfit, erit luperimpendens radio D L, iirquo proptere^ erit punftum ichnographice fubjefium punito V di£be curvae ; debet autem in eadem ratione diflare punitum ichnographiac a centro bafis D.refpeltu radii DL, in quoreperitur,ac diftet punitum V iniatereconi DR ii vertice D (ob fimiliatriangula effecta i perpendiculo, ex punitis curve in fuperficie conica cxificntis ad bafis Ichnographiam demi fio, qua ratione in praecedenti figura eft C A ad AO , ut CD ad DS ) itaque cum fit, ut latus DC ad radium bafis DA, feuDL,ita V D, diftantia puniti V in fuperficie conica k vertice D, ad DO, feu DH,*diflantiam puniti H i cemtb bafis, erit pun£lum H , & alia omnia fimillmodo determinata, adoumrti ichnographie, que quaerebatur. 
p Econ
9 E converfo, data ichnographia, lineam ipli in cono refpondcntcm in plano determinabimus; (ic enim talis Ichnographia AHD, & radio DA extenfo in C, utDCequalis liat lateri coni propoliti, fuper ipfa fiat figura CKD fimilis, ac limilitcr polita dat* AHD; & ducto ex centro D quolibet arcu S K, ita dividatur ia V, ut fit K S ad S V, ur latus coni C D ad radiu bafis D A; erit pun&um V in line*. C V D qurdita , qu* in lupcrficie conica impendet dat* ichnogmphise AHD; nam recalcatis prccedentis deinonftratioms vcliigiis, oftendentur arcus CR, LA aquales, unde applicati congruent, Scpundlum V (uperimpendebit ipli H, quippe tantumdem in latere D R proportionaliter a vertice dillans, quantum H in radio i centro D; Vndcfacillima habetur conftruCtio , nedum Ichnographi* in tua figura , ubi 
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        GVR convolvenda fupponatorfemicirculus (alio enimfemicirculo fuper radio balisfafto, & in arcus concentricos bafi refoluta , oportet fingulorum arcuum dicio femicirculo coroprqhoalorum quadruploadctermioare, & par pprum extrema curvam ducere,, erit enim coni latus radii bafis quadrpplvno, ,utifluatuoranguli rccli quadrupli fupt ppius fubfcqfi a quadrante G R Z) fed & ubi fuppanaturparaboIa,aurhypcjrbola [ facta nimirum fimih conllruftione , & cx concentricis periphcriisrali parte determinata, qu*ad preum, radio, 5t(iruili parabola, aut hyperboja fuper ipfum deferipta conclu
Bb 2 ' funi 
19 6 Gnidonis Grandi 
fum, fit femperindaca ratione literis coni ad radium bafis) Arecontra (iCupias Ichnographiamcireularcm.parabolicatn, alteritlfve figura; habere, manifefta erit, conftruclio figuras» qusc cono advoluta ejufmodi Ichnographiam dare nataeflct, perfedionem arcuum concentricorum, peripheria fimilis figurae fupet latere coni defcriptie, ipfoque coni latere comprenenforum, ineadetn ratione data,lateris coniad radium bafis. £n quama curvarum feges, quas geometrice determinare poffurnus, quotiefcumque data ratio,lateris coni ad radium bafis, potell geometricd angulis applieari.vel per multiplicationem, vel per divilionem arcuum propofitorum. 
io HincinmeoSph«rocylindricarum , & ConocylindrieamnfedionumTradatu offendi, quod, fi conus BDC fecari Huclligatur feniicylindro, cujus bafis ficmicirculos G K A 
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        • fupercadio bafis AG defcriptns , fitque latus coni duplum verbi caula radii bafis, fcu in quavis alia ad ipfum ratione, faflo fupet D H, squali lateri coni, femicirculo pariter D V H, omnibufquc arcubus VI, centro D deferiptis, bifariam, feu in data ratione ledis adpunda u, itaut fit V1 ad u 1, ut DC ad C A , linea D u H , per punda u fic inventa tranfiens , erit squalis cono, cylindricae fedionii id quod etiam 1'uccedet. 
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        det, fi loco femicirculorum GKA, H VD, ponantur quaevis aliae limiles figunt, fcmpcr enim communis conics, & cylindrica fupcrficiei fedio in lineam planam illi aequalem commutabitur ; cumque in Vivianeispag-1i1, paulo ante num 37. oflenderim.Iiocamquoque Sphsrocylindricam, feuperimetru Veli Florentini, effe communem conica;, & cylindrics fuperficiei feitionem, quanretiam»»». *,\~p «36. oltendi squalem perimetro cujufdam cllipfis, ideo etiam curva Du FI, modo prsfcripto efformata, cuidam ellipfis circumferentis squalis ollendetur. Vides autem, opinor, quam utile fic eamdcin lineam ex variis fuperficiebus in alias transferre, diverfifq; conftruilionibus in plano determinare, prout eadem linea elliptica , tum modo fuperius defcripto, tum per modum unguis ex cylindro expanfe, tum vulgari modo, prour Apollonianam coni fedlionem terminat, aliifq; modis in plano jacere poreft, femperque diverlas tangentium determinationes fufcipit, pro vario iuarum partium fitu; contingere fiquidem potelt, ut in uno reftificationem refpuens, in altero illam admitrat, vel ialtem cum alia nota 1 inea comparationem fofcipiat. Sic, Ii proq ponatur linea L OO, cujus hseproO/ prietas, ut dudo radio F O ex de
terminato punito F, fccante arcum 
LG, ejufq; tangentem L E inpun
^ C/E a itis G,E, fit femper poft F G radiu, 
7\ & fecantcm F E, tertia proportio
nalis F O, facile erit curvam L O O cum linea Geometris jam fatis nota comparare, videlicet cum parabola notae parametri; liquidem illa ipfa nonalia eft, quam parabola evoluta ex fuperficic coni, cujus triangulum per axem fit sequilatcrum; id quod extra hanc methodum, nefeio an fatis promptum edet conjeitura aflequi, nedum facili geometrica conftructione determinare. 
11 
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11 Jam, quando ita provocas, operit pretium eft, ut curvarum, eo, quem primifl, modo deferiptarum,tangentes univerfali methodo determinare aggrediar, pro quo; aiiumacur quaslibet figura A L L B, duttilque cx centro A quibufvis concentricis arcubus EJL, EL, iiuiilitec augeantur produfti inM, 
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        aut minoaueor diivifi in I, quoufqipnr puniia A MAJ B tranieat curva, qualem mvt. 8. ^dewffminavii,»»?, autperpuncja AIIB ttaofeatcurva,qualem mm. 9. ddeupiimus; qiuwa• turque ad datum punctum M, vel I curvarum ejufmodi tangens. Queloaccu qnoliber, verbigracia extremo B C D.occurrente jun&icbordi, feuradioAAl, Al in D.H.dueloque arat ML, feu LL, & juatfta chorda A L, lecante priorem arcum in C, docanturtangentes arcus DB ad pun&a D,H,C, qui fint P G, H F, CK; hutc ttkimi occurrat in K tangens L K du&a ex pundo L dat® figur* A L B; in ea autem ratione, inquafuncarcus L E ad EM, aut EI, ponatur efledata portio tangentis C K ad DG , vei HF. Dicojunflam GM , aut Fi efle tangentem ejufmodi curvarum in M, I. Si enim hi curvi gigni incelligantur ex iquabili motu linei AB circa A(circuJaritcr converls. Semotu accelerato , vel retardato, prout opus fuerit, punSH B per BA afceadcnris , aut A per AB deteendentis (ad modum, quo Spirales generari ident) manifolium eiK iquabilem iliam velocitatem motus circularis in curva B M A tanto majorem, Sc in BIA tanto minarem focc, qnara» fit in curva BL A, quantb major eft arcus ME, Seminor Ei, quam EL, idcftexconilrudlio1 • .. ne. 
ne, quanto major eft G D, & minor H F, quam C K, eodem exiftente impetu punfli diflormiter fluentis, (ire in M, iive 1, fivein L, propteraequalitatemipfarum AM, AI, AL , vel reflduarum DM, HI, CL, quas mobile punflum A, vel B interet peregit, dum linea circuiariter mota relpeflive arcum DB, HB, vel CB emenfaefl. Si igitur velocitas difformis inpunflo L curvs BL A exprimatur per LC, etiam eadem velocitas inpunflisM, I aliarum curvarum exprimetur per M D, 1 H illi squales, & fi velocitas «quabilis circularis motus exprimatur per C K ad curvam A L B ( exprimenda vero elt prorfus per ipfam, quoniam ineaefl motus circularis direflio, quippe tangens arcus CB, & aliunde intercipitur a tangente L K, angulo reflo KCL oppolita.inquautriufque motus compofita direflio reperiri debet,ex 8. Prop. 1.1. Geometris motus Joannis Cevs, qui non cognatione tantum,fed & geometrico acumine, & inveniedi fcelicitate Tibi vere Germanus exiflit) fimilissquabilis velocitas ad curvam AMB exprimetur per DG, & ad curvam AIB per HF ; propterei junfla GM, &FI tangens erit, five ex eadem propofitione, fiveexhis, qus cap. j. num. 3. demonftravi in Hugcnianis, & antequ&m Fratris tui Geometriam legerem, ex Torriccllii loco ibidem citato deduxeram. Atque hinc efl , quod 
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        fi ordinat* ad axem non fint arcus cijcentrici, fed refl* line*, velut LE, FE in eadem femper ratione, duflis LG, F 
axi 
200 Guulonis Grandi 
axi parallelis , daraquc figursc B L tangente L r, occurrente bali in r; funipca Q.r, quxlit ad Cr in cadent ordinatarum ratione, junda tF tanget curvam FBj tuni enim illxordinatte L E, F E, quemadmodum & bali» reda C Q^, habei»dsc lunc pro arcubus concentricis,a centro infinite dillantc deferipus, cujus radii propterea (int iplse axi parallelx LC, QJ*', iplacque r G, t Q. pro tangentibus extremi cifculi C Qe, ob infinitam ejus radii magnitudinem, iu unant eamdemque redam cum Tuis tangentibus abeuntis ; cujus conflrudionis veritas jam aliunde innotuit , liquidemrL , t F hoc modo delignatx in unuin & idem axis B F. punctum colhmabuor, ciri cx proprietate triangulorum conltat. 
12 Quod Ii quis malit independenter a motuum compofitione ealdem tangentes cvidcotian methodo inquirere, per b>i,.noi*£ .i-qtMTan^.jBuc i inp ,iD c.nosoluuaom .. ;k& 
■ ivid; j 11 * i. .* v .0 ,-n otn it,! 
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        me licet. Eftocuim primum duplex figura , altera cx redis LE, Ic ad axem ordinatis, altera cx arcubus EM , em ad cumdent axem applicatis, £t refpedi ve aequalibus iplis L E, le libi corrcfpondentibus ; data tangente L K prioris figura?, occurrente ipfi BK, ex vertice dudcaequidiltantcr ad ordinatas, inpundoK, tangens .figura, porterioris adpundumM lic determinabitur ; jundto radio BM, atque huic ex B perpendiculari BG,xqualiipli BK, jungatur GM: dico hanc efletangeottm; occurrar enim in S cuilibet alteri cxarcutnl? ■concentricis c m, fecanti rjidium iu O; (irque OP radjo B A! 
.V ‘ ex 
^ Digiti?pd b^XiOOgle 
exO perpendicularis , ac juntfa chorda BL, ordinetur per idem axis pun&um c applicata prioris curva: e T, fecans tangentem in R, chordam in N; erit utique arcus c O squalis e N, eo quod lieStor lit triangulo analogus ; fed Sc em aqualis e 1; itaq; & O m squalis N1; ipfa vero N R sequalis O P, 
in ia ad B K,ecqualem ipli B G, clt in eadem ratione, L N ad , B, feu E e ad EB , aut OM ad MB ; qux omnia valent etiam dc homologis lineis per minufculas litteras ddignatis, & infra punftum R duclis; hocfolodilcrimine, qu6d Ii c lit fupra E, erit N R major, quam N1; unde & O P major, quam O m; muho igitur magis arcus O S ( qui elt majot ipfa O P, a fortiori quam major lit fuo linu ) erit major, quam O m; unde punftumb erit extra curvam ; li vero c acceptum fuerit infra E , erit n r minor, quam n i; unde St o p minor, quam om ; arcus autem so minor elt tangente op , a fortiori , quam fua tangente minor lit arcus , quem ex centro B , junfta Bp interciperet: multb ergo minor clt arcu om; &ideo etiam punftum s extra curvam erit; recta igitur G AI tangit. Jam verb concipiatur alia curva BF priori analoga, itaut ejus ordinate FE ad ordinatas prioris L E perpetuo lint in eadem ratione , utiq; fa£ta DB ad BK, ut E E ad EL, juncta DE hanc curvam tanget; (iquidem li occurrat alteri ordiratse in punSto T erit etiam T e ad e R , ut F E ad E L , nempe ut fe ad el; quare cum cR major lit ipfa cl, etiam eT major erit, quam ef; li igitur intclligatur figura Bil ex arcubus E1 squalibus ordinatis hujus pollremx rigurx E F, jun&o radio BI, atque huic perpendiculari B H, squali ipli BD, iundta H I tanget ; eritque H B ad B G , ut I E ad AI E . Duarum igitur figurarum, ex concentricis arcubus in eadem conflanti ratione politis deferiptarum, tangentes intcrcipiuc rectas ad radium perpcndicularitcr ductas, ipiis arcubus proportionales : Quod coincidit cum prvmiHa conllructionc. 
13 Antequam autem hinc alio digrediar, adnotare juvabit, ex harum pariter curvarum deferiptione doctrinam illam mea fecunde Appendicis ad Vivianca Problemata iterum demonItrari, feu denuo confirmari polTc. Hinc fiquidem deducitur, lehnographiam cujufvis portionis ex conica -fuperficie abfum
C c pts. 
202 Gaidorih Grandi 
pta», qualis efiet ABD, efle mediam proportionalem inter i plani figuram conicae fuperficiei in planum cxpanfam, velati DVG, & aliam ipfi fimilem, iimiliterque politam DO A, fa« per radio bafis coni deicrmtam ; nam propter lingulas arcu* H N, fe habentes ad N O in conflanti ratione lateris coni CD ad radium bafis AD, erit tota figura AHD ad AOft :■ • • • 
* . * ■ f . • '•;*> y 
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        quadratum CD ad quadratum DA; itaq; CVD adAOD efl in duplicata ratione AHD ad AOD, propeerei & conica fuperficies CVD ad Ichnographiam fuam AHD eft, ut AHD ad AOD,fivc, ut latus coni CD ad radium baiis DA. Quod &c. 1 i ' \ ■ • 
14 Tu vero non hicfubliftis,&alias rurfus novarum fpeculationum fodinas eruere aggrcITus , EpiftolisTois, pridie kal. Julii ad me datis, nova iterum ratione lineas in conica fuperlicie deferiptas in planum dernere niteris. Ais enim: Speculationem infiituere placuit circa Spiralem illam conicam, de qua fuperioris hebdomada Tabellario ad Teferiptas Eptjlolas tradidi, cujus Icbnograpbia integra efl Spiralis Arcbimedea ; confiderabam fcUicet cylindricamjuperficiem, quam illaperpendiculares ejformant , quibus fuffulta, ut i/a dicam , dijtenditur prxdida Spiralis conica ; febre autem optabam, inquam lineam evaderet, explicata in redam lineam Spirali Arcbimedea, und cum tpfa juperficie cylindrica, ad conicam Jpiraiem tineam terminante. Si enim bac curvam aliquam t lineis ahas notis referret, 
ver
verbi gratia parabolam, id egregiarum certe Speculationum fodinam aperiret, &c. 
i<? Id ego primo ftatim intuitu ad hyperbole quadraturam pertinere opinatus fum, nec me fefellit opinio, fiquidem ad illam referri jam tum yidebatur parabolicx curve rcftiiicatio, uti ex Hugemanis cap. n. num. 14. condat, parabole autem redihcacioncm cum Spiralis Archimedex didenlionc conjunctam e ile, tum ab aliis animadverteram odcnfumcffe, tum ipfcpodmodum docuidi ab Joannc Ceva fratre tuo Geometr. mot. 1. a.prop. 1+. idem demondrari. Antea vero id mihi innotuerat noc ratiocinio . Edo Spiralis Archimcdea CaA prime circulationis, & polito in altera figura Parabole Apollonianx axe C N squali aimidio cjrcumfercntis A D A, 
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        2©4 Gmdoms Grandi 
ad ordinatam an) inpun&isb, b. Jam: cimfic Cb infpirali xqualis arcui a I (ut docuimus in Hugcnianis cap.s. »«.9.) Sit autem peripheria AD A ad arcum la in duplicata ratione AC ad Ca, fcu (inparabola) AN ad n a, videlicet, ut NCadCn; firque CN xqualis femiffi Derioheris AD A, 
ralisifed & fubtangentis nb parabole fubdupla eft eadem C n; 
» >'•* aiw-oMtMify 
dfkt oqbM-dj.-vvjyt isHfhio drritH 
tu m -' <y? jdddxjj • b M <* 
xquales igitur funt, tum in fpirali, tum in parabola fubtangentes nb, Cb; squales autem & ordinata an , & radius Ca; tota igitur tangens parabole a b, que his potentia eluatur , equalis erit tangenti a b fpiralis libi correfpondenti ; fumptaque infinite exigua utrobique tangentis particula ad, ac dimifla in ordinatam, & radium fubtangentis parallela d m, orunttriangula dma, dma utrobiqucfimiliterxqualia, applicatifque alterius ad alteram homologis triangulorum atnd • lateribus, tangentes ad', fcu curvarum partes hts refoondentescongruent, certe eb res deducetur, utalrerius ad alteram ■ proportio fit propior equalitati, quam quxlibet data majoris, aut minoris inequalitatis ratio; xquales jgituc funt, tum At
chi
Digitized by Googl 
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        chimedtfa Spiralis , tam parabola quadratica nuper defignata. !u 
16 Hinc patet, quam jufto minorem Spiralem fecerint, qui femicircarnferenria: AD A squalem clic allieruerunt, uti Sturmiu» Math. Enucl. 1.2, cap. 4. coni'ec.1. 2. propoli:- 17. Guarinustrabl. <8 Eucl. Adaucti prop. 13. Rinaldinusderefol. &cojnpoi- pag. 299.aiuquc i videlicet tanto minorem, quanto axis N C parabolae C a A minor ert ipla curva C a A; conflat item a fcopo non leviter aberralle Virum Clariilimum Borellium, ubi de motu animal, p. 2. prop. 41. duasejufdem Spiralis revolutiones comparans, ait illas ad invicem e fle, ut peripberis medis arithmetica; inter extremas cujuslibet Spiralis , live efle ad invicem, ut funtcirculares zona:, quibus infcribuntur; hoceiiimperindecft, ac (idiceret,curvam parabolicam cz eflc ad tS(lineis squali intervallo diftantibus, axi parallelis interceptas ) ducta recta F O fecante prafatas , parallelas inq,Q.,'ut trapeti ~7J~0 zium QsHOadOHSq, 
Pj\--vev^O{ ^ Quod efl ablurdum.fumptis 
A qnippe hyperbolicis fpatiis 
OOsH, OHSO (iiidem curva portionibus correfpodentibus per cap. 12. num. 14. 
® Hugenianorum ) & permutando , elTet Qs HO ad inlcriptu OOSH,utOHSq 
Dp"~1 ad circumfcriptum OHSO, 
r 1 ‘iaViideftratio majoris ioequali
* ' yy* taris «qualis foret rationi 
C ' /f ’ • inaqualitatis minoris. 
1 _ // * Hic pariter deficit litte • 
/ ra s inter H, A. 
:«ti‘'4**,*”« *u‘ >•» 
Caterum eo modo, quo parabolam quadraticam, atque Archimedeam Spiralem comparavi, fimiliter alias fpirabum fpccies cum aliis parabolarum fpeciebus polle conferri manifelium ell, uti alias, ti fatis memini, indicabam ■, nempe lira
Digitized by Google 
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        2o 6 Guidonis Grandi & 
diorum cujufcamq; helicis poteltatcs denominat* ab exponente * (int inter le , ut angulorum, feu arcuum aradiis interceptorum poteilates denominat* ab cxponence^, facta para, boia talis natur*, ncabfcitfatum quarumvis pocelUtes den^ minat* ab exponente y lint * ur pocclUce* fuaru ordinatarum denominat* ab aggregato exponentium y , fpirali propp» litor ita relpondcbic, ut fi ultima ejus ordinatarusquctur radio diet* ipiralis , axis autem fit j_ totius circumferenti*, 
y++tti -n 
illa Curva Parabolica , Stejufmodi Spiralis «qualeserunt, ut cx methodo tangentium,tam parabolarum, quam fpiralium, tap. i* »««• 4- & Hugemanorum tradita facile couftat. 
iy Sed curvarum dimcnfioncm.trariantes .quid veta; aliy paulatim digeedi, quauique modum Cyclojdcm rectilicandi ubi commomccm, quem tibi acceptillimum fore video, quipr pe his geometricis vanilitatibus delectans £ Eli.illuni; e(tq Cyckns AaO, ordinat* ar, ar, fccantesfciutcirculuui gc3 Glri C bi i.'iritV f.v ti. . iv. ’ v,-; ; wvv 
>10 q •dica 
eioilod 
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        rilikiu •lalQi ux .lamonp ■vmu-ji -Al ©irO l^iWbfcO 3 
“ : ~ J~ . t » , - r r r 
nitorem ind,d;extendantur chord* Ad, Ad in f, f ulque adbafim, applicenturque rg, rg hisipfis Af, Af «quaries, ut oriatur hinc curva Ggg, que erit Hypcrbola fecundi gradus, five, ucCI.Viviano aliquando appellare placuit, Mefalabica, propter f A ad A d , feu L) A ad A r, ut quadratu "A f ad quadratum AD, five quadratum rg ad DG. Jam lic: dufta a d Cycloidistangcnsquantumvisparva,& duabus prxdiftis ordinatis quantumvis proximis intercqpta,, erit utique parallela ipii Af, cx dittis in llugcniams cap.H num.y. erjc creo ab ad intervallum ordinatarum rr, qt Af, Ipu re ad 
d.a
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        diametrum A D; & hocfemper; re&angulOigirurgrr squale erit M&angulo ex A D in a b ; & omnia refiangula g rj, exhaurientiafpatiuminfinitum gGDAh, xqualia rc&angulo ex A D incurvam femi-cycloidis AaO, quam innumera tagentes ab perinde exhauriunt; ergo AD in AaOadquadr. ejuidem AD, fcilicet curva ipfa AaO ad diametrum AD, eft ut fpatium gGDAh ad infcriptum diametri quadratum GDAH; hxc autem eft proportio dupla, ut ipfe cap. 8. w«mer. 11. Hugcnianorum generaliter docui,atque ipfemct frater tuus fupra laudatus in Geomctr. mor. 1.1, prop. 1i. pridem oftendit; itaque curva femi-cycloidis AaO dupla erit diametri , & tota Cyclois ejufdcm quadrupla, quin & partes linguis A a duplx chordarum (ibi corrcfpondentium ad, uti aliis Geometris per alias vias pridem innotuit , Hugcnio prsfertim, ex prxclara Evolutarum Curvarum inventione. Eft verbgeneralis hxcmethodus, lirem propiusafpicias, atque ad omnesprorfus illas curvas exporrigitur, quas cap-8. num Hugenianorum,Correlalas voco, cxquibus fcilicet, per limplicillimam Euclidis elem. 1.1, propolit. 43. innumerarum figurarum dimenlionem derivavi, 
18 Duo hic interca adnotarc non pigeat. Alterum, qubd fi cylindricusere&usfuperfemi-cycloide OaAD focari intel
ligarur plano quomodolibet incJinato,tranfeuhte per bafim O D, femper aixfcifla fuperficiesungularis in planu explicata i«parabolam notam abibit; (iquidem cbordz circuli A d, ad refpeftiva jxuncla r diametri A D applicatx, parabolam cfhciunr, ergo & earum duplx, nepc portiones curvx cycloidalis a A, adeademdiametripuntla, vel ad proportionales partes altitudinis i Ilius ungulx, applicat*, parabolam item conficient; fcd omnis fuperricies un
gu
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        208 Guidoms Gratidi 
gularis conflatores limihbus curvx portionibus applicatis ad partes,alticudmisproportionales.panibus,diametri balis ,.nd conlbic ex hac figura./ ubi A QSrE 1M G 0. fit cylindricus 
T nnjnr- ..'sA xrbtuibya nirii tr.ssiuan G A. xs ai 
A, R <-JB 
. A (■' I.JS I . El • / >V . . iIJ. ,b A (iDLUi3 
' • vv \ . . . \ .**> 
' . t\Vb' \ ■ - \ . ; i i / 
lauounkqiMip inrjb(3qirarqbrtiJ. 
> j.j.' uiq. t. ^ 
-Oll i XllStpjfeOiUp i'- j , b irmannsh 
J!l.'3AjUl-i . 71C lf. 
.-CJIin3VtilTOJ3i -Jc ,tznttit*ziiu!<nq 
46t pj «.Wlll' 
«? 3 >i -.Uli ! Q •«tDuumni -f .«:< 
ilf>ii»ailnvMUt .sc 
•b«ih 4is9»r viA <■1J -oe;wp 
n 1:.. ;u<i. 4 .i. 1* 
'/uperqaav» curva lOGM, feflosplano A Z Mi, per bafim 'M I ttanfeume , manifeftum eft , luperficiem lingularem 'AZMG0‘conflari exportionibtt»curvx J&-Z ( aequalibus ablciflis itcrrke OG ^applicatis ad pttticVaBdiifideiitip albitudinem ongu lac AO Jpcidcmtationc, io qua axis curvx Ol fecaturin Fper appIicataovG F:Unde<iiingamusOGM effe Cicloidem, cujus pofcti®nes_OG duplx fune chordarum femicirculi (ibi refpondentis, ideft quarum quadrata funt, ut axisabfctflicO Fi manifeftum erit , Ungulam Cycloidalem A ZMO ede parabolam, quia quadratum curvx OGM erit ad quadratum curvx B Z ceqoalis ipfi O G, ut Oliad© R, feti B N, ideft, ut altitudo OA id AB.ncpcrimett(i<A & Mefre tcqualiscurvx parabolicx, iinoin parabolam etiam;polkionc 
uH w» t -TiOB 
en r».bnjf;o ajjj , tmqi ■:il> tt A y.irrjj 'JuiOOri aiHs 
m-yuuy ni -umo 1-. uiip Jii ..uin iliD.lqui.1 :sq UlkUl"h XtlUl 81 
jviibmlp 
Epijlola Geometrica. 209 
talem abibit, redificatis curvis OM.BZ per explicationem ungui* in planam fuperficicm , 8c d contra reliqua fuperfi* cics AZMS in trilineumparabolicumextendeturi quo ftatimcondat (obproportionalitateraUngularum, tum fuperficialium, tum folidarum, cum fuperficiebus, aut molibus rotundorum corporum ab eadem figura ) fuperficicm rotundam ex Cycloide circa balim, duplam efic rotunda; fuperficiei ab eadem circa tangentem verticis converfa; nccnon diftantiam centri gravitatis curvae cycloidalis a bafi duplam cfie diftancis cjufdem a vertice, &c. facileque hinc habetur dimenfio utriufque ex illis rotundis fuperficiebus, ob notam curvx longitudinem, & centri gravitatis diftantiam, juxta regulam celeberrimam Guldini Veftri circagenefimrotundorum. 
19 Alterum, quod notari attentius velim,mde nullo negotio confequitur, nempe, data qualibet plana luperficie, qu« a curva qualibet linea definiatur, polle nos cjufmodi fuperficicm ita curvare, fcu tali cylindrico circumvolvere, ut eadem curva linea nihilominus in uno plano jaceat f quemadmodum in cafuprsdicto, curva parabolica AZM ita advolvitur cylindro cycloidali, ut nihilominus iu uno, eodemque plano A1M, cylindrum fecante,jaceat) fcu cylindrum invenire,ex cujus feci i onc, eadem curva ia fuperficicm ungularem convoluta eftormetur. Propofitum iiquidem obtinebimus .alteram fuperficicm lOGM ita efiorniando, ut qutefuerat in data figura relatio ordinatarQ ad axem,cade iit curv* portionu OM, OG pariter ad axe fuum( ut in exemplo nofiro, quae eft in cycloide portionQ curva* a vertice abfcifiaru ad axis fui partes ordinatis ablcifias ) enim vero luper cjufmodi curva iic inventa erefto cylindrico, ipfi advolvetur data figura, & fu* perimetri partes in eodem plano, ad dat* figurae altitudinem ip fummee cylindrum tranfvcrfim fecante, difpolitas habebit, femper autem tangens figursqunelitte OGM ad punflumG* intercepta eodem punclo, & ordinata per verticem O, erit ~ fubrangenti dat* figor* AZM, ideft intercept* inter punclQ Q., & occurfum tangentis punCli Z (explicato parallelogrammo ASMO cum hia curva AZ M) ut in exemplo cycloidis, ejus tangens fubdupia eft curva? OG.qucn;admodG iplius \ Q 
D d fub
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fubdupla foret fubtangens paraboli explicati; id quod alias generaliter monuimus cap.f. uutn. i.& facillime demonflraiuc «xdi&iswo. 13. tium-s
Exemplum aliud fefe obvium probet in ipfaLogidica, feu Logarithmica, quam (i velis ex aliquo cylindro iecare, auc cylindrum invenire; cui advolvatur, ira ut curva nihilominus in uno plano jaceat, id clegantiffime obtinebis per cylindrum fuper Tractoria crecium, quandoquidem relatio ordinatarum Logidiciadaxem mutatur in relationem carumde ad curvam inTra&oria,utl odendimus cap. 5. eit. tiu.i. Concipiatur verbi gratia in plano horizontali D F B erecla ad punclumB hada quxdam folidiori bali marmorei B infixa; mox alligata baii catenula aliqua F B, longitudine squali parametro, feu (ubtangenti dati Logidici, ejus extremum F trahatur per rc£lam F D; F utique balis catenulam fcquens de- p fcribct Tractoriam curvam B N M, 
St hada bali infixa curvam quamda fuperficiem cylindricam fuper ipfa Trafloria ereftam; hic igitur fecari intelligatur plano aliquo per axe Traclortz F D tranfeunte, ad altitudinem extremi ordinati in Logidica propofita, dico fuperficiem ungularem indeabfeidam fore nil aliud, quam ipfammet Logidicam tali cylindro advolutam; quippe fi plani inclinatio fuerit per4$. gradus, itaut Logidici ordinata aequetur fubtangenti tjufdem, feu erefta in ungula illa cylindrica ad punflumB adsequet catenuli B F, condat, omnes ereftas adpunfta N, M squales fore ordinaris Tra&oriiNP, unde qualis elt relatio jplarum ad curvam BN, talis erit relatio applicatarum illius unguli adfuumaxem, qui illi curvi BN congruereintelligitur, & explicata illa fuperficie in planum B S S, utriufq; ordinatis B F, & axe F D coincidentibus, erit quilibet axi Logi
fti
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EpiflolaGeometrica. Aflflr. ftid* parallela AS «qualis curve B N Traftorix pci difta tap. 15, Hugenianorum num s- Poffem & tnodom infercre.quo figura quxlibec ita complicari in cylindrum polfet.ut ejus curva ad conicam fuperficicm terminaret i fed ne longius digrediar , 
20 Jam ad indicatum redeo, & cylindricam illam fuperficiem loper fpirali ertftam. ac cono interclufatn contemplor; 
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itaque expofita parabola C a A hanc fpiralem BOA «quante, .fi ad lingula pundla a peripherie parabolice erigi intelligantur «quales differentiis ordinatarum ( ubi angulus DCA, trianguli peraxpm coni femireausfuerit) iifvc proportionales m ratione axis coni DA ad balis radium AC (ubi ille an^ kis major , aut minor fuerit fcmireclo ) feu (i cylindrica perficies fuper Ca A perimetro parabole erefla iccari ioilligatur piarto per A® tranfeunte, ac cantumdem bali in,ruto, ac latus coni radiobalisinclinetur,icilicct per angui DC A, quomodo ereflc manebunt in luperficic cylinqaeiitse ordinatarum diderciniis ( adeoque &diOmntiis «qualium radforu w circuli AC) propomonales.miippe corrclgondentes applicatis trilinei parabdiici Ca A ®, erit un
Dd a au. 
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gula ex tali fuperficiecylindrica, bali, & plano fecantd inttfrjcfla eadem prorfus, quae fuper 1'pirali A O B prius erigebatur, SccoDOconclufamanebat} Perrmeter autemongul*cylindri parabolici cft parabol««qualis;, nti conflare potefl ex propoli j. Append. noflr* Vivian. Probi, itaque explicata in rettam fpirali BOA, turva B S H D, non quidem in parabolam, qux talis politione (ir, led in ungulae parabolicx perimetrum abitura efl, «qualem longitudine cuidam parabolae, cujus reclum latus (it ad latus rettum prioris C a A, ut lateris coni D C quadratum ad quadratum radii AC, axis longitudine ipfi CN «quali remanente} id quod etiam immediatius. 
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        &abfque tot ambagibus colligitur, exqub ipfe demonftraveriscurvam BSHD efle fpiralem conicam, qu* evoluta in ATchimedeam fpiralemabeat, perfuperiusdicla uum. ,r5.utique ejufmodi parabolae aequalem. 
11 Dimcnfioauteipfius luperficiei cylindricaeDHS BOA habebitur,exre&anguloaxis AD in ipfam fpiralem AOB, vel huic «qualem parabolam C a A, (ubtrahendo tale fpatfum, quod ad portionem ejufdemparabolae, duabus ad axem ordinatis interceptam, quarum altera ex foco, altera tanti* mfra jpfum, quantus efl totus axis, fit in ratione axis DA adradiu A C; refiduum quippe erit fpatium ungui* fupra determinati} '• id quod analytic& nc deferibi poteft. Radius AC iit z: *V & -j 
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Irtticis infcribendx quadranti »laceris refti parabole C a N jft fcinipcripheriam, & radiu jpotcftquadratum (quefcilice pcudicuiaris in A ) efto ZZ »; axis coni ‘ ficies hyperbole equi Ia tere, intercepte ipli e, & ordinata ad redi* diametri por 
cono conciufa A 
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culari radii A C Jeft tertie proporlit “r; qoevcrb ret parabole perl efto c=<»;fuperirranfverlbeqoali nem equalem ipli irali imminens, & * acti nam li* 
-ibejivnol iibcftr^bcTbsnfcfce «u. 
nea fpiralis, feu parabolica, utpote cum c continens rctflangulum a bh, eric bb, tota igitur cylindrica fuperficies fpi
rali imminens, &ofqnc ad apicem coni compieta, erit abh 
' ' ■'! [\ .// A . e 
Verum inde fubtrahenBa eft Ungula fuperipr, cujus fpatium, ad pqrtioncm parabole interceptam ordinatis,* ex fpeo, & « tantb longibs ab ipio, quanta eft femidis circumferenti®, feu axis date parabole, lit in ratione a ad r ■, cum Tero integre portiones parabole, abfeifle i vertice per ordinatas «, &/ lior, ut «» ad c*; dividendo, portio trunpata intercepta ordina* tis, u, e erit ad porttooemintcrjeclam vertici ,fc tthnoriordinata c, ut il*—. (»ad f»; eftque portio interjecta vertici, & foci ordinata t tz~tc\ igitur truncata iHapertibordina
• tir t, &« intercepta erit u) _ tc; & que ad hanc eft in 'ratio* 
v 7 - -i;: 
n ea ad r erit au) acc, qua fubtracla ex abi fit abi —aU* -+ ace 
f* • ■: -»•» J» it : 1 t e' yt 
‘ : s= cylindrice illi portionis-fpirace e BSHDAO fleono inclute . " ‘ ■ ;i r:, -f. -. i 
aa Nihil, ot arbitrer, attinet contemplationem ulterius extendere , <pium omnia ipfc mentis cxcurlu jam preocciipaveris, fed fi optaris ejofmodifpiracee cylindrice iuperficiei portionem., qua explicata in planum , reftificata perimetro BOA, .etimiiLB&liQ.ioTe^nfj^t^fiimeipiraleinOeo
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metricam A aC; nam Sc in coni fuperficic fimilem fpiralera habebis ( uti eode tuo ratiocinio conilat) que potentia equalis erit ipli C a A,& axi coni fupet illa perpeudiculariccr eredi, 
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propter radios AC, aC proportionales curae portionibus CaA, Caa ab ipfo centro abicillis, ut colligitur ex didis tup. j. Hugeniartorum mm. 1 o. adebque & drffertntias radiorum Fa,t'a curve pordonibus A a relpondentes. 
Hec habui, que raptim ad Tc fcriberom Vir ClarilE fit qo* Tuis elegant i fiim is fpeculationibus reponerem; dc -controverlia autem Mechanica, que hadenus nos commilit., eric aliis dilTerendi locus, efto enim utilior fttScatica illa didfertatio, jucundior tamen, minufque in lubrico polita, Geometricarum rerum Tedula meditatio . Vale , tu eque , ut faci» * amare perge; quamquam, non cft cur dc hoc lim follicitur, inliteenim Humanitatis tue 11 i mulos habes, quibus iiridanp icaris. Dabam Kal. Aug. &c. , 
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T Ibrum , cui titulus eft, Geometrica Dcmonflreti0 Theorematum ^ Hugemamrum, elaboratum ab Adra Rev. & Excell. P. D. Guidone Grandi Monacho Camald. Mathefeos Profelfore, & in Almo«PilarumCollegioPhilofophix pubiico Lcftore, demandato toRcyerendiff P. Generalis attente perlegi: Etcinn nihilineo reperiatur, quod Catholicas Fidei, bonifquc moribus ad verfetur, exdtimo pone Typis mandari .• imb ut mandetur , debita Mathefeos Amatoribus, jpdfque mathematicis difciplinis, judicia exigit. Petunt enim ift*, qui fliciit magna ex parte nova) fua tamen funt, ac pleno jure adipfas pertinent. Exigit etiam Religionis decor, ut Auftons ingenium, & inveniendi facunditas magis per Orbem patefiat, ne fibi debita laude fraudetur. Ita.&c.D.Martinus Angelus Franchi Monachusejufdem Congreg. S.T Mag. & in Monafterio Angelorum Florenti* Prior. Dat. Florenti* *x d. Monafterio hac die 16. Julii 1701, 
IN Geometrica Demonftratione Theorematum Hugenianorum A . F-D.Guidonis Grandi in Pifano Atheneo Pu
bliciPhil.ProfelT.&S.Th.Mag. quemjuftuReverendiff.P.Gener. Ordinis noftn diligenter expendi, nihil occurrit, quod S. Fidei Cathohcx,bonifve moribus advcrfetur,imb ciim innumerasGeometricas veritatesgeneraliflimis, ac facillimis variarum demonftrationum methodis ejulmodiOpufculo maxime illuftratas invenerim , Litterari* Reipublic* int^refle judico, ut illius editio e,ul,te.nus liireratur • «a dentio ex Monaft. Angelor.Flor. XVJl. W-A-oguft. ego D. Silvanus Ciapetti Monach Camald. S. i .M. & in pnefato Monaft. Philof- Leftor. 
NOS D. DAMASCENUS DE MUTUS ABBAS SS. HIPPOL fit Laurentii de Faventia, & totius Camald. Ord. Generalis. 
C^M Opus inferiptum. Geometrica DemonUratio Theorematum Ilugen, anorum, &c. P. D. Guidonis Grandi in Pifano Atheneo Tethn, &noJlr* Congregat. Monachi, duo ex eadem Congregat. ?■ IheoJ.Magiftn, quibus id commiflumfuit, recognoverint?ac in Jucem edi pofle probaverint, facultatem facimus, ut Typis mandetur, fins, adquosfpeaat, videbitur. Datum Faventi* CX Monaft. SS- Hippoliti, & Laurentii die 21 .Julii r 701. 
O. Damafcenus de Mutits Abbas Gener. Camald. 
Loco >fi Sigilli. 
D. Marius Ftlix Ferrari Canceil. Congr. 
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jLMoltoRev. P. Giovanni Sctflatti delk Compagnia diGiesiirivcda Iaprefente Opera Matematica dei M.TL P. Guido Grandi Monae» Camaldolenfe, e referifea fe vi lia cola contro liS.Fede, ebuonicoftumi. Dat. adi 10. Luglio 1701. 
Tommafo della Gherardefca Vic. Gen. 
De mandato IIIuftrifT. &Reverendi(T D. Comitis ThomcdeGherardefehis Vicarii Generalis Florentini, ego infraferiptus legi, & attente confideravi Librum,cui titulus elt, Geometrica DemonJlratio Theorematum Hugenianorum circa Logijlicamjeu Logaritbmicam lineam, compofitum ab Eruditillimo Viro D GuidOne Grando Cremonenfi MonacoCamaldulenll, & in Almo Pifano Lycco PublicoPhilofophiae Profeflbre, nihilque ji\ eo icteri, quod Catholica Fidei, vel bonis moribus adverfetur. imo vero dignum exiftimo pro litteratorum eruditione, q :j rypismandeturi gratumque fperofuturum omnibus ftriile Mathelis Profelloribus. 
Ego Joannet Scarlattus Societatis Jefu. 
Imprimatur, flante prsdi&a relatione Thomas de Gherardefca Vic. Gen. 
■\E mandato Rev. P. Inquifit. Gener. Flor. A. R. P. M. Antonius J FraucifcusCioppi Min Conv. Confultor hujus S. Officii legat perattente,utifolet, prxfentem Librum, cui tituluselt, Geometrica Demonfiratio, &c. & referat, an cjufdena pofltt permitti imprefsio. Dat. inS. Off. Flor, dic 24. Julii 1701. 
F.Lucius AuguSm. Ceccbini de Bon. Min.Conv.Vic.Gen.S.OJf.Fl. 
JUflu Paternitatis Tute ReverendiU*. attenti perljegi Librum, cui titulus efl. Geometrica Demonfiratio,&c. compolitum ab Erudito Viro D.Guidone GrandoCremonenfi, MonacoCamalduI. & in Almo Pifarum Lyceo Publico Philofophix Profeflbre, nec in eo aliquid inveni, quod Catholicx Fidei, nec bonis moribus adverfetur, ideo dignum exiflimo, ut Typis mandetur. Datum Flor- die 17. Julii 1701. ita fentit 
F. Antonius Francifcus Cioppi Min. Conv. Confult. S. 0(f. Flor. 
Attenta fuprapofita relatione Imprimatur F.Lucius Aitgufl. Ceccbini de Bon. Min.Conv. Vic.GcnS.Ojf.FJor. 
Philippus Bonarota Senat. & Rcgix Celfitud. Auditor. 
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